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Capitulo 3

Probabilidad Condicional

3.1. Probabilidad Condicional

En algunas ocasiones ocurre que al calcular la probabilidad de un cierto
suceso A se tiene ya una informacion acerca del resultado del experimento
aleatorio. Supongamos por ejemplo, que se conoce que ha ocurrido un cierto
suceso B. Esta informacién adicional reduce el espacio muestral de €2 a B, y
parece légico pensar que ahora la probabilidad de A ha de ser diferente al
caso en el cual no se conoce tal informacion. Estas probabilidades se deno-
minan condicionales ya que estan condicionadas por la ocurrencia del suceso
B. Ademas, resulta mas o menos claro que la probabilidad condicional de un
suceso A dado el suceso B, debe ser una medida del grado de implicacion de
A proporcionado por B y ha de ser relativa a la probabilidad de B.

Para hallar la forma de la probabilidad condicional, nos basaremos en
un razonamiento intuitivo acerca de las frecuencias relativas: Si en N pruebas
de un experimento ha ocurrido N(B) veces el suceso B, y entre estas ultimas
ha resultado N(ANB) veces el suceso A, tendremos las siguientes frecuencias
relativas:

La frecuencia relativa del suceso B:

N(B)
B)=—2~
La frecuencia relativa del suceso interseccién A N B:
N(ANnB
f(ANB) = —( N )

63
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La frecuencia relativa del suceso A dado el suceso B:

a/m) = D)
y resulta claro que:
F(A/B) = N(ANB)/N _ f(AN B)

N(B)/N f(B)
Basandonos en este razonamiento, presentamos la siguiente definicién formal.

Definicion 3.1.1 (Funcién de Probabilidad Condicional). Sea (€2, A, P)
un espacio probabilizado, y sea B un suceso tal que P(B) > 0. Se define
como funcion de probabilidad condicional dado el suceso B, a la funcion

P(./B) : A— R tal que:

P(ANB)

P(AIB) = — 5

para todo A € A (3.1)
Obsérvese que esta funcién de probabilidad condicional viene expresada
en términos de la funcién de probabilidad no condicional P.

Para verificar que la funcién asi definida es una funcién de probabili-
dad, bastara con demostrar los tres axiomas de la definicion 1.7.1.:

Axioma 1
Para cualquier suceso A de A se tiene que:

P(AN B)

P(A/B) = —frg >

(3.2)

va que P(B) > 0 por hipétesis y P(AN B) > 0 por ser P una funcién de
probabilidad.

Axioma 2
La probabilidad condicional del suceso €2:
P(QNB) P(B)

P(Q/B) = PGB =P (3.3)
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Axioma 3
Si Ay, Ay, ... es una coleccién infinita de sucesos mutuamente excluyentes de
A, entonces:

- Z P(A;/B) (3.4)

Es importante observar que la funcién de probailidad no condicional
es un caso particular de la funci on de probabilidad condicional, cuando el
suceso que condiciona es el suceso seguro:

PB/9) =" 5o = PB)

Ejemplo 3.1.1. Considere el experimento aleatorio que consiste en lanzar
una moneda y luego un dado. Halle la probabilidad de obtener un 1 o un 2
en el dado, dado que salio cara en la moneda.

El espacio muestral viene dado por:
Q={(c,1),(¢,2),(¢,3), (¢, 4), (¢, 5), (¢, 6), (5,1), (5,2), (s,3), (5,4), (5,5), (5,6)}
Consideremos ahora los sucesos:

A = {obtener un 1 o un 2 en el dado}

B = {obtener cara en la moneda}

Si suponemos que es seguro que B ocurra, el espacio muestral se reduce al
conjunto:

B ={(c,1),(¢,2),(¢,3), (¢, 4), (¢,5), (¢, 6)}

Calculando la probabilidad de A sobre el nuevo espacio reducido:

P(A) = P({(c,1),(¢,2)}) = 2/6
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De tal manera que existen dos maneras de obtener la probabilidad condicional
de A dado B:

» Calculando P(A) respecto del espacio muestral reducido.

» Calculando P(A) y P(A N B) respecto del espacio muestral original €2,
y aplicando la definicién 3.1.1.

3.2. Teoremas del producto, de la probabili-
dad total y de Bayes

En esta seccion veremos los teoremas bésicos relativos al calculo de las
probabilidades condicionales.

Teorema 3.2.1 (Teorema del producto). Sea (2, A, P) un espacio probabi-
lizado, y sea A un suceso tal que P(A) > 0. Entonces, para cualquier suceso
B € A se cumple que:

P(ANB)=P(A) P(B/A)
Este teorema es una consecuencia directa de la definicién 3.1.1.

Teorema 3.2.2 (Teorema de la probabilidad total). Sea (2,4, P) un es-
pacio probabilizado, y sea Cy,Cy,...C, una particion de ). Entonces, para
cualquier suceso A € A se cumple que:

P(A) =) P(C)P(A/C))
i=1
Demostracion. Por el teorema 1.7.6. se tiene que:
P(A)=) P(ANC))
i=1

y por el teorema anterior:
asi que:

P(A) = 3" PC)P(A/C)



Capitulo 3 Probabilidad Condicional 67

Observamos aqui, que este teorema permite calcular probabilidades no con-
dicionales utilizando probabilidades condicionales. Esto suele hacerse cuando
nos ocupamos de sucesos cuya ocurrencia depende de la ocurrencia de otros
sucesos anteriores.

Ejemplo 3.2.1. Considérense 5 cajas numeradas del 1 al 5. Cada caja con-
tiene 10 piezas. La caja i contiene i piezas defectuosas y (10 i) no defectuo-
sas. Se selecciona una caja al azar y luego una pieza de la caja. ;Cudl es la
probabilidad de que sea defectuosa?

Si denotamos el suceso A = {que la pieza seleccionada sea defectuosa}, es

obvio que este suceso depende de la caja que haya sido seleccionada anterior-

mente.

Consideremos entonces la particién de €2 constituida por los sucesos:

C; = { que la pieza provenga de la cajai }, parai=1,2...5

luego: ‘
P(A/C) = 15

I
TR P(C)=- Vi=12...5

5

por tanto:

Es importante observar que si reuniésemos las piezas de las 5 cajas, ob-
tendriamos precisamente 15 defectuosas de un total de 50. Tal resultado se
debe a la equiprobabilidad de las cajas y constituye un caso particular de lo
que se conoce como “muestreo bietapico”.

El siguiente esquema, en forma de diagrama de arbol, constituye una repre-
sentacion conveniente de este tipo de problema:
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Suceso de Sucesos de Probabilidades Probabilidades
interés la particion a priori condicionales Productos
A Ci P(Ci) P(A/Ci)  P(Ci))P(A/Ci)
seleccionar caja 1 1/5 1/10 1/50
seleccionar caja 2 1/5 2/10 2/50
Seleccionar
pieza seleccionar caja 3 1/5 3/10 3/50
defectuosa
seleccionar caja 4 1/5 4/10 4/50
selecionar caja 5 1/5 5/10 5/50
Suma 1 P(A)= 15/50

Los dos teroremas siguientes constituyen generalizaciones del teorema
del producto, y sus demostraciones se dejan como ejercicio.

Teorema 3.2.3. Sea (L2, A, P) un espacio probabilizado, y sean A y B sucesos
tales que P(AN B) > 0. Entonces, para cualquier suceso C € A se cumple
que:

P(AnBNC)=P(A) P(B/A) P(C/AN B)

Teorema 3.2.4. Sea (2, A, P) un espacio probabilizado, y sean Ay, Ay ... Ay_y
sucesos tales que la probabilidad de su interseccion es mayor que cero. En-
tonces, para cualquier suceso A, € A se cumple que:

P(AINAN: - -NA,) = P(A)P(As /A1) P(As/AiNA) ... P(An/AINAsN. .. A1)

A continuacién veremos un teorema publicado en 1763 por el Reverendo
Thomas Bayes, que podria catalogarse como uno de los més importantes en
la teoria de la probabilidad. No solamente porque puede aplicarse a una
amplia variedad de problemas, sino ademés porque constituye el punto de
partida para el desarrollo de unos métodos inferenciales muy importantes
denominados métodos bayesianos.

Teorema 3.2.5 (Teorema de Bayes). Sea (X2, A, P) un espacio probabilizado,
y sea C1,Cy,...C, una particion de . Entonces, para cualquier suceso A
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€ A tal que P(A) > 0, se cumple que:

o P(A/C)P(C)
P(C;/A) = Y P(A/C)P(C))
Demostracion. >
Por definicién: P(ANC
P(Ci/A) = <p(A) .

por el teorema 3.2.1:

y por el teorema 3.2.2.:

n

P(A) =Y P(Ci)P(A/C)

i=1

sustituyendo:

B P(A/C;)P(C)
P(C@'/A) = Z;:l P(A/Cj)P(Cj)

]

Suele llamarse a las probabilidades P(C;) “probabilidades a priori”o de
las “causas”, y a las probabilidades P(C;/A), “probabilidades a posteriori”.
Creemos sin embargo que la expresion “causas”es quizas poco apropiada, ya
que los términos causa y efecto son inherentes a fenémenos deterministicos

y no a fenémenos aleatorios como los que nos ocupan.

Ejemplo 3.2.2. Consideremos de nuevo el ejemplo 3.2.1. Si una vez selec-
cionada la pieza se tiene que es defectuosa, ;Cual es la probabilidad de que

provenga de la caja 5¢

Utilizando la misma notacién anterior tenemos que la probabilidad bus-

cada es:

P(A/C5)P(C5) _ (5/10)(1/5) 1
P(Cs/4) = P(A) 1550 30




Capitulo 3 Probabilidad Condicional 70

3.3. Independencia de sucesos

En general se dice que dos sucesos son independientes cuando la ocu-
rrencia de uno de ellos no afecta la ocurrencia del otro. Intuitivamente es-
tarfamos inclinados a decir que la ocurrencia del suceso B no afecta la ocu-
rrencia del suceso A si P(A/B) = P(A), es decir si la ocurrencia del suceso
B no afecta la probabilidad de A. De la misma forma podriamos decir que
la ocurrencia del suceso A no afecta la ocurrencia del suceso B si P(A/B) =
P(B).

Tales relaciones podrian utilizarse como definicién de independencia
de dos sucesos, pero ello tendria la desventaja de resultar una definiciéon no
simétrica y ademads estarfa sujeta a que P(A) >0y P(B) > 0.

Ahora bien, si tales relaciones se cumplen, aplicando el teorema 3.2.1.,
tenemos:

P(A/B)=P(A)= P(ANB)=P(B)P(A/B) = P(B)P(A)
igualmente:
P(B/A)=P(B)= P(BNA)=P(A)P(B/A) = P(A)P(B)

de modo que podremos decir que los sucesos A y B son independientes cuando
la probabilidad de su interseccién es igual al producto de sus probabilidades.
Tal definicién es simétrica y valida atin cuando P(A) o P(B) sean nulas.

Definicion 3.3.1 (Independencia de dos sucesos). Sea (2, A, P) un espacio
probabilizado, y sean A y B sucesos cualesquiera de A. Se dice que A y B
son independientes si y solo si P(AN B) = P(A) P(B).

Ejemplo 3.3.1. Considere el experimento aleatorio que consiste en lanzar
dos dados distinguibles. Estudie la independencia de los sucesos:

A = {que salga un nimero par en el primer dado}

B = {que salga un nimero impar en el sequndo dado}

C = {que la suma de ambos nimeros sea par}

En primer lugar tenemos que:

Q={(1,1),(1,2),.... (6,6)}

es un espacio muestral finito y cuyos elementos son equiprobables.
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Ademas, se tiene que:

n(§) = 626 = 36

n(A) = 326 = 18 ya que solo hay tres nimeros pares.
n(B) = 6x3 = 18 ya que s6lo hay tres niimeros impares.
n(C) =3x3+ 323 =18 o los dos nimeros son pares, o los dos

son impares.

En consecuencia:

18 1
P(A)=P(B)=P = _— ==
(4) = P(B) = P(C) = 5 = 5
A su vez:
n(ANB)=n(ANC)=n(BNC)=323=9
y por tanto:
9 1
P(AmB):P(AmO):P(BmC):%:Z

de modo que:
P(ANB)=P(A)P(B),P(ANC)=P(A)P(C)y P(BNC)= P(B)P(C)

Sin embargo, si consideramos la interseccién triple ocurre que:
P(ANBNC)=0+# P(A)P(B)P(C) = <

de tal manera que podemos decir que los sucesos A, B y C son independientes
dos a dos, pero no los tres simultaneamente. De alli la conveniencia de la
siguiente definicién:

Definicion 3.3.2 (Independencia de tres sucesos). Sea (2, A, P) un espacio
probabilizado, y sean A, B y C sucesos cualesquiera de A. Se dice que A, B
y C son mutuamente independientes si y solo si:
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En general, para mas de tres sucesos tenemos la siguiente definicion:

Definicion 3.3.3 (Independencia de n sucesos). Sea (€2, A, P) un espacio
probabilizado, y sean Ay, As...A, sucesos cualesquiera de A. Se dice que
tales sucesos son mutuamente independientes si y solo si se verifica la regla
del producto para todas las combinaciones posibles, es decir si se cumple para
i =12..nyk=23...n que:

Para probar entonces que n sucesos son independientes hay que demos-
trar las 2" — n — 1 condiciones anteriores. Conviene advertir sin embargo,
que en muchas situaciones practicas se procede en forma inversa: es el cono-
cimiento del problema el que nos permite suponer la independencia de los
sucesos, y sobre esta base podemos entonces aplicar las férmulas correspon-
dientes para calcular las probabilidades de las intersecciones.

Por ultimo, vamos a enunciar un teorema que relaciona la condicién de
independencia de n sucesos con la condicién de independencia de sus com-
plementos:

Teorema 3.3.1 (Independencia de n sucesos). Sea (2, A, P) un espacio pro-
babilizado y sean Ay, Ay ... A, sucesos independientes de A. Entonces cual-
quier combinacion de estos sucesos y sus complementos conforman sucesos
independientes.

Preguntas de reflexion
1. ;A qué es igual P(A/A)?
;A qué es igual P(A/A)?
¢ Qué se quiere decir con que la independencia de sucesos es simétrica?
sSon 0 y Q sucesos independientes?
En general, ;pueden ser independientes un suceso y su complemento?

¢ Qué significa que tres sucesos A, B y C sean mutuamente independientes?

NS T o e

En el contexto del teorema de Bayes, ;qué se denominan probabilidades a
priori y probabilidades a posteriori?
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3.4. Ejercicios 3.1

1. Demuestre que:

A/B)=1- P(A/B)

A) = P(A/B)P(B) + P(A/B)P(B)
ANB/C)=P(A/C)P(B/ANC)
A/B) > P(A) = P(B/A) > P(B)

2. Demuestre que:

i) P(ANBNC) = P(A)P(B/A)P(C/AN B)

11) P(Al NAs---N An) = P(Al)P(AQ/Al)P(Ag/Al N Ag) .. P(An/Al N
A2...0An_1)

3. Una caja contiene 3 fichas negras y 7 blancas. Se selecciona aleatoria-
mente una ficha y se reemplaza por dos fichas del mismo color. Halle la
probabilidad de obtener 3 fichas negras en 3 pruebas del experimento.

4. Dos tubos defectuosos se confunden con dos buenos. Los tubos se prue-
ban uno a uno hasta encontrar los defectuosos. Halle la probabilidad
de encontrar el ultimo tubo defectuoso en la:

i) Segunda prueba
ii) Tercera prueba

iii) Cuarta prueba

5. Se lanza una moneda cargada tal que P(Cara) = 2/3 y P(Sello) = 1/3.
Si sale cara se escoge al azar un nimero del 1 al 9, y si sale sello se
escoge un numero del 1 al 5. Halle la probabilidad de que se escoja un
nimero par.

6. Una caja contiene x fichas blancas e y fichas negras. Una segunda caja
contiene z fichas blancas y r negras. Se selecciona aleatoriamente una
ficha de la primera caja y se coloca en la segunda. Luego se selecciona
aleatoriamente una ficha de la segunda caja. Halle la probabilidad de
seleccionar una ficha blanca.
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7.

10.

11.

12.

Una caja contiene b fichas blancas y n fichas negras. Se selecciona
aleatoriamente una ficha de la caja, y se retira sin observar su color.
Posteriormente se selecciona una segunda ficha. Demuestre que la pro-
babilidad de que la segunda ficha seleccionada sea blanca es igual a la
probabilidad de que la primera sea blanca. Comente.

De un juego completo de 28 fichas de dominé se ha extraido una al
azar. Halle la probabilidad de que al seleccionar una segunda ficha,
ésta pueda juntarse con la primera.

Se escoge al azar un nimero denotado por x7, del conjunto {1,2,3,4}.
Un segundo numero, denotado por zs, se escoge al azar del conjunto
{1,2...z1}. Calcule:

D) Py =1/2, =) i=1,2,34
i) P(ze=1)
iii) P(z; =2/x2 =1)

Suponga que 5 de cada 100 hombres y 25 de cada 10.000 mujeres sufren
daltonismo. Suponga ademas que hay el mismo niimero de mujeres que
de hombres. Si se selecciona aleatoriamente una persona:

i) Halle la probabilidad de que sea dalténico.

ii) Una vez seleccionada una persona dalténica, jcudl es la probabili-
dad de que sea hombre?

En un examen objetivo se tiene que a cada pregunta se le anexan 5 po-
sibles respuestas. Se estima que un estudiante conoce con seguridad el
50 % de las respuestas y es totalmente ignorante en el 10 % (estas pre-
guntas las deja sin contestar). En el resto de las preguntas, el estudiante
no esta seguro y trata de adivinar.

i) Halle la probabilidad de que un estudiante acierte una determinada
respuesta.

ii) Una vez que el estudiante ha acertado, jcudl es la probabilidad de
que realmente conozca la respuesta?

Supdngase que la probabilidad de que en un juicio, el juez legue a un
veredicto justo es 0.95. Supdéngase ademas que de los individuos bajo
juicio, el 99 % es culpable.
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13.

14.

15.

16.

i) Halle la probabilidad de que un individuo sea declarado inocente.

ii) Una vez declarado inocente, jcudl es la probabilidad de que real-
mente sea inocente?

Una prueba de rayos x para detectar la tuberculosis arroja los siguientes
resultados de confiabilidad: indica resultados positivos al 90 % de las
personas enfermas y al 1% de las personas sanas a las cuales se aplica.
De una poblacién con un 0.1 % de personas tuberculosas se selecciona
una persona al azar.

i) Halle la probabilidad de que el examen indique tuberculoso.

ii) Una vez que la prueba result6 positiva, jcuél es la probabilidad de
que la persona tenga realmente tuberculosis?

Una compania de seguros de automéviles ha asegurado 35.000 conduc-
tores de clase A (riesgos buenos), 50.000 conductores de clase B (riesgos
medios) y 15.000 conductores de clase C (riesgos malos). Las probabi-
lidades de que un conductor de la clase A, B o C tenga uno o mas
accidentes durante un ano son 0.01, 0.04 y 0.15 respectivamente. La
compana vende a la Sra. Garcia una poéliza de seguros, y en un ano
tiene un accidente. Halle la probabilidad de que la mencionada senora
no sea un conductor de la clase B.

Demuestre que:
i) Si Ay B son sucesos independientes, entonces también son inde-
pendientes: Ay B, Ay B, Ay 0, Ay Q.
ii) Si A, By C son sucesos independientes, entonces también son
independientes: A, By C; A, By C; A, By C.
iii) Si A, B y C son sucesos independientes, entonces también son
independientes: Ay (B — C).
iv) Si A, B y C son sucesos independientes, entonces P(C' /AU B) =
P(C).
v) Si P(B) =1 entonces A y B son independientes
Dos individuos A y B se enfrentan en un duelo. La probabilidad de

que A acierte un disparo es 0.2 y la de B es 0.3. A dispara primero. El
segundo disparo, de haberlo, puede ser hecho por cualquiera de los dos
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17.

18.

19.

20.

con igual probabilidad. Puede haber un tercer disparo hecho por B si
aun esta vivo. Halle la probabilidad de que:

i) B mate a A.

ii) Ambos resulten ilesos.

Dos jugadores A y B se enfrentan en una competencia de tenis de
3 juegos, resultando ganador de la misma el que resulte vencedor en
dos juegos. En cada partida, la probabilidad de que A gane es 3 veces
mayor que la probabilidad de que B gane. Halle la probabilidad de que
B resulte ganador de la competencia.

Se disputa un torneo de tenis entre 8 jugadores de igual habilidad. Para
la primera eliminacion los pares de oponentes se determinan al azar, y
en cada una de las eliminatorias sucesivas los pares de adversarios se
forman a azar entre los ganadores de la ronda anterior. Si A y B son 2
de los 8 jugadores, halle la probabilidad de que se enfrenten en una de
las partidas.

Un tirador tiene una probabilidad p de dar en el blanco. Se le ofrecen
2 alternativas:
i) Hacer un sélo disparo.
ii) Hacer 3 disparos con la condicién de dar por lo menos 2 veces en
el blanco.

., Cuadl es la alternativa mas favorable al tirador?

Considere un sistema compuesto por 10 subsistemas independientes.
Si la probabilidad de que cada subsistema funcione es 0.99, halle la
probabilidad de que el sistema funcione si:

i) El sistema estd conectado en serie, es decir, el sistema funciona si
y solo si todos los subsistemas funcionan.

ii) El sistema esta conectado en paralelo, es decir, el sistema funciona
si y solo si al menos uno de los subsistemas funciona.
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PERSONAJES DE LA ESTADISTICA

Carl Gauss

Johann Carl Friedrich Gauss nacio el 30 de abril de 1777 en

Brunswick, Alemania. Fue un nino prodigio, de quien existen
muchas anécdotas acerca de su asombrosa precocidad. Gauss
tenia 14 anos cuando conocio al duque de Brunswick, quien
quedo fascinado por el muchacho, por lo que decidio hacerse
cargo de todos los gastos de su educacion. Al ano siguiente de
conocer al duque, Gauss ingreso al Collegium Carolinum para
continuar sus estudios, y lo que sorprendio a todos fue su faci-
lidad para las lenguas. Aprendio y domind el griego y el latin
en muy poco tiempo. En esa época ya habia descubierto su ley
de los minimos cuadrados, lo que indica su temprano interés
por la teoria de errores de observacion y su distribucion. Hizo
sus primeros grandes descubrimientos mientras era apenas
un adolescente y completo su obra maestra, Disquisitiones
Arithmeticae a los veintin anoa, trabajo fundamental en el
campo de la teoria de los numeros. Fue matemdtico, astrono-
mo y fisico, y contribuyo significativamente en muy diversos
campos: la teoria de numeros, el andlisis matemdtico, la
geometria diferencial, la estadistica, el dlgebra, la geodesia,
el magnetismo y la optica. Es considerado como uno de los
matemdticos mas importantes de todos los tiempos. En 1807
fue mombrado director del Observatorio de Gotinga, y en
1809 publica un trabajo en el que describe como calcular la
orbita de un planeta. En 1823 publica un trabajo dedicado a
la estadistica, concretamente a la distribucion normal cuya
curva caracteristica, denominada Campana de Gauss, es
popular en disciplinas no matemdticas donde los datos son
susceptibles de estar afectados por errores sistemdticos y
casuales. Aunque a Gauss no le gustaba dar clases, algunos
de sus alumnos resultaron destacados matemdticos, como
Richard Dedekind y Bernhard Riemann. Murio en Gotinga el
23 de febrero de 1855, a la edad de 78 anos.




