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Resumen

Se consideran los modelos de Cremmer-Scherck, generalizado, y el de Proca en
dimensiones mayores a 3+1. Se obtiene que el modelo de Proca corresponde al de
Cremmer y Scherck con el calibre fijado, ademas se muestra la equivalencia canodnica
entre estos.

Palabras clave: Equivalencia canonica; fijacion de calibre.
Canonical equivalence between massive spin 1 theories
Abstract

The model of Cremmer-Sherck and Proca are considered in dimensions greater than
3+1. It is obtained that the Proca model corresponds to a gauge fixed version of the
Cremmer- Sherck one, and we show their canonical equivalence.
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Introduccioén

En 3+1 dimensiones espacio-temporales, la accién del modelo de Proca es

T P
5 AuA [1]

(]

S—Lfo—%FJ” -~

donde Fm? = 2,7, - ?2,A, es la intensidad de canpo electromagnético de Maxwell. Esta

accion no posee invariancias locales y describe particulas masivas de espin 1.

Otra teoria vectorial que describe espin | en 3+1 dimensionales es la de Cremmer y
Scherk, cuya accién, invariante de calibre (1)

file://C\ScIEL O\serial\cien\v12n2\art_05.htm 09/11/2005



ciencia completa-12

Fégina2de9
. 1 3 g
B = dix ——F"F — R o LR iy [
S A 'JL|: 4 F Jov 17242 1 E
|
_IF””’JII] IE'?.rl II‘H'} [2]

donde H,, =722, +?21?_+ 7?7 eslaintensidad del campo de Kalb-Ramond

Se puede probar que ambas teorias son equivalentes en regiones del espacio tiempo con
topologia trivial

(2, 3). En este trabajo se generalizaran ambas teorias a d+ 1
dimensiones, usando el

dual del potencial de Kalb-Ramond, y se probard que la
equivalencia persiste.

Teorias Duales

La accién [1], puede ser escrita a primer orden si introducimos una 2-forma auxiliar (4)
2=1%? dxtdc"
nm

2

’
s,[A.B]= fﬁg*xti

i 1 : 4
8 m P.uTBJF = .E_-l BH:- B“ = li

A" ]==(FrB)+,(B.B)+ % (a.), 13]

donde

(w.y) = f}r w A *7 14)

usando la notaciéon de Nakahara (5) para el lenguaje de formas diferenciales.

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de Sp son

d' *B-u*A=0
*IA-B=0 [5]

Eliminando B de [6] obtenemos las ecuaciones de movimiento de la teoria de Proca

d'F-u*=0 (6]

La accion [5] la generalizamos a d+ 1 dimensiones considerando que B es una d-1 forma
(3) e introduciendo la 2-forma T= =*?, en lugar de B, como variable de campo. De este
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modo obtenemos la acciéon

¥

S;.IA.T]=—tFiT)—érr.T.u-*“z" (A.A) (7]

cuyas ecuaciones de movimiento son

—d'T+u*A=0 dA+T=0 [8]

La teoria descrita por la accion [7], la llamaremos formulacién dual de Proca, Por otro
lado, la acciéon de Cremer y Scherck

1 1
S . |A.B|=(F*B)+—(H. H)+—-(F.F) [9
o [A.B] = ( 2}”_1_( ) = ) 9]

puede ser generalizada a d+ 1 dimensiones de la misma manera que Proca (3). Asi la
formulaciéon dual de la teoria de Cremmer y Scherck estard descrita por la acciéon

Sc.[A,B]= {F.T}—Ei—u(h.h}+%[}:‘, F) [10]

donde T =*?yh = d'T = ?”Trrhdcm. Los términos cinéticos de Maxwell y Kalb Ramond,

estando solos, describen excitaciones sin masa, Ahora, estando juntos con el término de
interacciéon entre Ay T, que es de naturaleza topol6gica, describen una excitacion masiva.
Es por esto que nos referimos al modelo de Cremmer y Scherck como topolégico masivo
(TM).

Las ecuaciones de movimiento asociadas a la accién [10] son:

d'(T+F)=0
d(d'T - u*A)=0 [11]

De las ecuaciones [6] y [10] se observa que las soluciones de Proca son soluciones de la
TM. Por otra parte, las ecuaciones de la TM son siempre satisfechas si A es cenada y T es
cocerrada, Sin embargo, en el caso de Proca, las ecuaciones [6] dicen que T=0 si A es
cenada y A=0 si T es cocerrada. En consecuencia, existe un sector en el espacio de
soluciones clasicas libres de la TM que no esta presente en el de Proca, formado por todas
las formas no nulas A y T, cerradas (no exactas) y cocerradas (no coexactas)
respectivamente. Este sector es de naturaleza topoldgica, puesto que depende de la
estructura topoldgica de la variedad base. Este sector pertenece al espacio de soluciones
clasicas del modelo cuya accion (dual) es,
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Las ecuaciones de la TM son localmente equivalentes a

]
A —d V= [13]

i

dA+T=d A [14]

Esto también ocurre en regiones donde el primero y el (d-1)-ésimo grupo de
cohomologia son triviales. En virtud de la invariancia de calibre de la TM, podemos

escoger un calibre que absorbaal y L, de modoquel =0y | =0, obteniéndose asi las
ecuaciones de Proca, luego de esta fijacion. Vemos, entonces que el modelo de Proca

surge luego de una fijacion de calibre en la TM.

Equivalencia candnica

Como se vio en la seccidon anterior, la accién de Proca se puede escribir en d+1

dimensiones en términos de la 2-forma T = | * ? de la siguiente manera
- - a1 1 PR "“-2 =
SP=—{Ir.?}—£(f.T}+—fA.A} [15]

-

S . g ;
Iy = T ro L e LS 2 I | e
S, = Efd J.Lfmr 42 | HEA LA J (16]

Para construir el Hamiltoniano hacemos la descomposicién d+1 de la accion [16], i.e,

5 3 i [ oy |
,EJP = éfd! X\‘TUIA: +?1:J{I;A“ +§ T”f‘“ = é

] e u* "
) o +;L Tl +E A A, — E AA [17]

donde hemos integrado por partes en el tiempo (***) para tornar corno término cinético
a T ;A en lugar de T_A,. De la ecuacion [17] vemos que las variables Ajy Ty pueden ser

consideradas variables no dindmicas, puesto sus velocidades no aparecen en la accién.

Definimos los momentos candnicos conjugados a los campos
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3
M, =——=0 [18]
aA,
oA
== A, 119
P aT |

oy

donde se observa claramente que no se pueden despejar las velocidades, y en
consecuencia obtenemos el siguiente conjunto ? , = (?,, f j) de 2d vinculos primarios

v, =11, 120]

p, =F - A, [21]

Estos vinculos definen la superficie G, de los vinculos primarios. El Hamiltoniano sobre G;
es

B 1
ffpz‘rddeézﬂﬁm-faTme-F

] u* T S |
Ay ‘iuTul__;?_ Ay '_iTy[f'u_.'q'éTu]" [22]

Pidiendo ahora que las variaciones de Hp respecto de las variables no dinamicas se

anulen
6H, ]
=——(F,+T,)=0 23
OH, )
'['EA :] E H'Tﬂr = '“ ﬂﬂ o D! lz’i}

se obtienen expresiones que permiten despejar A) Yy Ty en funcion de las variables
canénicas

T, =-F, [25)

Ay =—59,Tq 126]
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Sustituyendo [25] vy [26] en Hp, obtenemos

T 1 | S 2
—A A +~F,F, +—aT
2 = 4 [T | 2:“3{ i rn)

+ ; 7T } [27]

La preservacion en el tiempo de los vinculos nos conduce a ecuaciones que permiten
despejar con los multiplicadores, de modo que el conjunto de vinculos ?  es de segunda

clase.

Los corchetes de Dirac entre los campos Ay T, son
{A(R).1,(D}=-5,0(x~ D). (28]

La accion de Cremmer y Scherk en su formulacién dual, se escribe en el lenguaje de
formas de la siguiente manera

o lep=L
S.s =(ET)+ 2{1 F) oW (h.h) [29]

et

Hiw

1 1
Fro—=T Fr 4 h k" 30
; 2 . i 130}

Para hacer el andlisis candnico procedemos a realizar la descomposicién d+1 de la accion
[30], i.e.,

R J -
S.. = Idnx{i S 4 IF|~'_rF-'J = -_QTHT-'hﬂhn ¥ _-214'_J

hh, +T,F, %THF; J (31]

de aqui se observa que A Ty se pueden considerar no dindmicas, por la ausencia de sus

velocidades en la accién. Partimos de la definicion de los momentos candénicos conjugados
a los campos
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.;}. ;
nl % = jlT'i'ln' +TLJ| = A: = *:"!:Arl +Tﬂr‘ i32]
aA, '
da 1 1 i
f=——=—R =—|(T. +3T ) [33
p a7,  u® .“z( o TO,1, [33]

donde se pueden despejar con las velocidades

A =TI +3A,~-T [34)

oi*
Ty =u pl~a,T; [35]

Ahora procedemos a construir el Hamiltoniano,

d I H;} PR : 1- ]
H = f d xL ILI1, + 5 Pipi - N.T, + = s = FF

u

l 1 e I - Y
+271-'.‘5-Hu”n + iT'r'(‘Fh + FU) + AU{ —i 11, }] 136]

|

donde .

Exigiendo que las variaciones de H respecto de los campos no dinamicos se anulen
obtenemos el conjunto de vinculos Ta = (?,’?y), donde

6=—-a1l =0 [37)

0,15 R) =

Se puede ver que el conjunto T a es de primera clase y las transformaciones de calibre
generadas por estos son

0A (x)=aE [39]

0T, (x)=a &, [40]

El Hamiltoniano que genera la dinamica sera
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~ 2 11 = 1
Hpy = fd X[ﬁrlllfl +"'2_ pipt — 1, T, +£Tn.Tm
Y

1
;:I'- [ | 2Jl!_tz'rt-tlﬂlrl[l +)}."E}ﬂ]' ]4”

donde 22 :{Ao’Ty} son los multiplicadores indeterminados de Lagrange asociados a los
vinculos ? y ?y .

Vamos ahora a probar la equivalencia antes mencionada desde el punto de vista
Hamiltoniano. El Hamiltoniano de la teoria de Proca en d+1 dimensiones, una vez
eliminadas las variables no dinamicas, es

i |1 L i 2
Heyy = _I-d ‘x|:4 F, Fu + 213 [:i,Tm)

2

1 -
+2T“|Tu|+’ié A A [42]

sujeto a los vinculos de segunda clase ? a= (@ i f j)

y, =1, [43]
¢, =pi—4A," [44]

Los corchetes de Poisson no nulos entre los vinculos son

(R (@)} =0,6%(x-9)- 145)

Podemos interpretar a la mitad de estos corno vinculos de primera clase y la otra mitad
como fijaciones de calibre. En lugar del conjunto ? o tomaremos el conjunto ?a = (?a,?a) ,

siendo ?a = (?T - ?if ;) respectivamente, la parte transversa de ? y la parte longitudinal

de . Este nuevo conjunto de vinculos es completamente equivalente al primero en
regiones del espacio con topologia trivial. Tenemos, entonces, que el conjunto de vinculos
de la teoria de Proca se puede separar en los de la de Cremmer y Scherck mas otra parte
que pueden interpretarse como fijaciones de calibre. Buscamos un Hamiltoniano invariante
de calibre de la forma (3, 6).

H,=H, +[d*x[e,(2)0,(%)+8,2,.(%)
+f g, (x e, (Do, (9)] [46]
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que difiere del de Proca por combinaciones de los vinculos.

Para hallar los coeficientes a sy B~ s exigimos que los corchetes de este Hamiltoniano
con los vinculos de primera clase sean dbilmente cero. Esto nos va a conducir a una
familia de Hamiltonianos invariantes de calibre, puesto que los a°s no quedaran
determinados por la condicidn antes mencionada, sin embargo, podemos probar que el
Hamiltoniano de Scs es uno de esta familia, sin observando que

; 1 i’
id+1 e+ - ’ £
S =—H" ==IIFT1. + pipi
Lo ' 2 q 2

e

+T, T1 +% A A, [47]

1 F/ i .
= 21;'_1_;,-' + T 10 -+—:2 ©,P, +.n'l,"1|r,|"ﬂlI ' [48]

Con esto, queda probada la equivalencia candnica, que como dijimos esta sujeta a la
cohomologia de la variedad base. En otra direccién, puede verse que la funcion de
particion de estos modelos difieren de un factor que corresponde a la funcién de particién
de la accion Sg.. La presencia de este factor se hara sentir en el momento de calcular

valores esperados de los objetos sensibles a la topologia del espacio tiempo. En este
sentido, la descripcion a través de Sp 0 S, podra ser distinta.
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