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SISTEMAS DE PUESTA A TIERRA

CARACTE/RIZACI(I)N DEL SUELO POR DOS ESTRATOS
METODO SCHLUMBERGER - WENNER

1. Introduccion.

Cuando se realiza el disefio de un sistema de puesta a tierra, uno de los datos que se requiere para
el calculo es la resistividad del suelo, estas notas estan dedicados a la medicidn de la resistividad del
suelo, utilizando para ello los conocidos métodos de Wenner y de Schlumberger y que se usan para
caracterizar el suelo como si estuviera formado por estratos o capas.

Siempre que se realiza una medicion de la resistividad del suelo, es fundamental contar con alguna
normativa relacionado con el tema como, por ejemplo, la recomendacién ANSI/IEEE Std 81 2012
IEEE Guide for Measuring Earth Resistivity, Ground Impedance, and Earth Surface Potencial of a
Ground System, que es lectura obligada para aquel que realiza una medicién de resistividad y que
en buena medida dicha norma sirvié de referencia en la elaboracién de este documento.

Muchas férmulas que se encuentran publicadas para calcular la resistencia a puesta a tierra fueron
desarrolladas asumiendo que el suelo es homogéneo como, por ejemplo, todas las férmulas de
resistencia que se encuentran en el documento Sistemas de puesta a tierra. Parte 2., que fueron
obtenidas asumiendo esta condicion; pero es poco probable que el suelo sea un medio homogéneo;
entonces, para estos casos, donde se asume un suelo homogéneo, lo ideal es obtener de la medicion
de resistividad, la resistividad promedio del suelo. La recomendacién ANSI/IEEE Std80 IEEE Guide
for Safety in AC Substation Grounding dedica también un capitulo a la medicidn de la resistividad
del suelo y ademas explica la metodologia para obtener la resistividad promedio del suelo, pero el
calculo de la resistividad promedio no es tratado en estas lineas y se recomienda consultar la norma
en cuestion.

También existen métodos de cdlculo de resistencias de electrodos de puestas a tierra o software
para el calculo de resistencia de puesta a tierra, donde se asume que el suelo ya no es un medio
homogéneo, sino mas bien formado por estratos o capas, lo mds comun es asumir que el suelo esta
formado por dos estratos; entonces, de la medicién de resistividad se deben obtener los valores de
resistividad de ambos estratos y el espesor del estrato que se encuentra mas superficial.

En referencia a los métodos tanto de Wenner como el de Schlumberger, para medir la resistividad,
para ambos métodos se requiere el uso de cuatro electrodos y de un puente a cuatro hilos para
medir resistencia, disefiado especialmente para medir resistencias de puestas a tierra y que en
algunos paises lo conocen como telurdmetro. De ambos métodos el mas utilizado es el de Wenner,
porque es el método que dispone de mas informacidn y es el que documenta plenamente la
recomendacién ANSI/IEEE Std 81 para caracterizar el suelo por dos estratos, aunque tiene el
inconveniente que pierde sensibilidad al ir aumentando la separacién de los electrodos, cosa que
no ocurre con el método de Schlumberger.



La recomendacién ANSI/IEEE 81, en su anexo B, presenta un algoritmo para obtener la resistividad
en suelos biestratificados, utilizando Unicamente el método de Wenner, el algoritmo estd elaborado
con base a minimizar una funcién error, denominado steepest descent o también conocido como el
método de mdxima pendiente, este método se explica también en estos apuntes.

Como agregado de estos apuntes, se plantea un método para caracterizar el suelo por dos estratos,
pero aplicando ambos métodos de medicion, el de Wenner y el de Schlumberger; por ejemplo: si
los electrodos se encuentran cercanos, se puede aplicar el método de Wenner, pero a medida que
la separacion entre electrodos se va incrementando y se hace inoperativo el método de Wenner,
entonces se recurre al método de Schlumberger. Para obtener los valores de las resistividades de
ambas capas, se emplea una variante al método que presenta larecomendacion IEEE 81, en el Anexo
B, para asi poder utilizar las ecuaciones de Schlumberger.



2. Medicion de la resistividad del suelo por el método de
Wenner.

La Figura 1 muestra 4 esferas metalicas, utilizadas como electrodos, todas enterradas en el suelo a
una profundidad b, que por lo general es del orden de los 30 cm 0 menos. Las esferas se encuentran
alineadas siguiendo una linea recta y se encuentran separadas entre si a una misma distancia d.
También se muestra en la figura una fuente de corriente que se encuentra conectada a los
electrodos que se encuentran situados en los extremos (#1 y #4) y un voltimetro que se encuentra
conectado en los electrodos del centro (#2 y #3). Si la tension V que indica el voltimetro se divide
entre la corriente i inyectada por la fuente, se obtiene un valor de resistencia, que es lo que indicaria
un ohmimetro de cuatro hilos si en lugar de la fuente y el voltimetro, tuviéramos conectados el
instrumento en cuestién. Se asume, en este caso, que la corriente que circula por los bornes P1y
P2 es despreciable.
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Fig. 1 Método de Wenner para medir la resistividad aparente del suelo

La medicién de resistividad consiste en inyectar una corriente en la tierra, a través de los electrodos
que se encuentran en los extremos, esta inyeccién de corriente genera un potencial en cualquier
punto del sueloy luego se mide la diferencia de potencial que adquieren los dos electrodos situados
en el centro. La razén entre la tensidn medida y la corriente inyectada, corresponde a un valor de
resistencia y de este valor de resistencia se deduce la resistividad del suelo, aplicando teoria de
campo.

Para calcular la resistividad con el arreglo de electrodos mostrados en la Figura 1, Wenner asumié
un régimen estacionario del campo electromagnético y al ser estacionario, el campo eléctrico es del
tipo gradiente, por lo tanto, son las cargas eléctricas las que generan el campo eléctrico en el suelo.

De acuerdo con la Figura 1, los electrodos #1 y #4 que se encuentran inyectando corriente a la tierra,
a su vez, son los que deben estar cargados, ya que existe una relacién entre la carga que tiene un



electrodo y la corriente que el mismo inyecta a la tierra, relacidn que se demuestra en el Capitulo 2
de la guia denominada: Sistemas de Puesta a Tierra. Primera Parte:
l
;=1 -
donde:
q - Es la carga del electrodo.
i — Es la corriente que drena a la tierra el electrodo.
o — Es la conductividad de la tierra.
& — Es la permitividad de la tierra.

Con la ecuacién anterior, podemos saber cuanta carga tienen los electrodos #1 y #4 si conocemos
la magnitud de la corriente que se inyecta a la tierra.

Pero si tenemos un electrodo esférico cargado, podemos saber el potencial en cualquier punto del
suelo, si el medio es homogéneo, con la siguiente ecuacion:

p=—21>»4 (2-2)

4mtr €

donde r es la distancia entre el electrodo que se encuentra cargado y el punto donde se quiere
calcular el potencial.

Al hacer uso de (2-1) en la ecuacién anterior se obtiene lo siguiente:

p=—"b-_% (2-3)

4TTr O

La ecuacidn anterior permite calcular el potencial producido por un electrodo esférico que inyecta
corriente en la tierra; sin embargo, la ecuaciéon anterior solamente es vélida si el medio es infinito y
homogéneo, cuando en la realidad, de acuerdo con la Figura 1, no todo es homogéneo ya que una
mitad del medio es aire y la otra mitad es tierra.



Pararesolver el problema que el medio no es homogéneo, se aplica el método de las imagenes como
se puede observar en la Figura 2, donde la superficie del suelo se comporta como si fuera un espejo
y todo el medio ahora estd compuesto sélo de tierra.
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Fig. 2 Método de las imagenes aplicada a la configuracién de electrodos segun Wenner.

Referente a la Figura 2, al aplicar el método de las imagenes, son en total cuatro electrodos que
inyectan corriente en la tierra; por lo tanto, los cuatro electrodos contribuyen con el potencial del
suelo.

De acuerdo con el parrafo anterior, el potencial del electrodo #2 vendra dado por la contribucién
del potencial que aporta cada uno de los electrodos que inyectan corriente en la tierra:

Va=Va1+Vost Vo1 +Voy (2-4)
donde:
Vo= (2-5)
Vam 2 e
Vv = 1o T (27)
Vow = 1 —= (2-8)

4mo \[(2d)2+(2b)?

Al sustituir (2-5)(2-6)(2-7)(2-8) en (2-4):

i 1 1 1 1
V2 =1 (E “2a T Jaz+(2b)? J(zd)2+(2b)2) 2-9)

Y al calcular el potencial que tiene el electrodo #3:



V3 =V31+V34+V31"+V34" (2-10)

donde:
V34 - 4-7'[10' d (2-11)
i1
V31— 471_0_5 (2'12)
i 1
Vie = 15 T (2-13)
i 1
Va1 = oos J@d)?+(2b)? (2-14)
Al sustituir (2-11)(2-12)(2-13)(2-14) en (2-10):
i 1 1 1 1
Vs = m(z 4 Jaz+(2b)? + J(zd)2+(2b)2> (2-15)

Con las ecuaciones (2-9) y (2-15) se obtiene la diferencia de potencial que existe entre los electrodos
H#2y #3:

21 1 1 1 1
=V —Vs=0 (E T2 e J(Zd)2+(2b)2> (2-16)

De donde se obtiene la resistencia R medida por el puente de 4 hilos y que se muestra en la Figura
1:

(2-17)

— Pa (L N\ ! )
2m \2d  \[az+(2b)2  [(2d)2+(2b)?
donde p, es el inverso de la conductividad ¢ y se le conoce como resistividad aparente del suelo.

De la ecuacién anterior, al despejar la resistividad aparente, se obtiene la formula de resistividad
desarrollada por Wenner:

pa(d,b)=47wll"<’<1 7d 1_ 7d ) (2-18)
J@2+@b)2  J(2d)%+(2b)?

A pesar de que la formula de Wenner fue desarrollada para electrodos esféricos, la misma es

completamente valida si en lugar de las esferas se emplean electrodos cilindricos como las barras o

picas; los mismos fabricantes de puentes para medir resistencia de puesta a tierra y resistividad del

suelo, suministran junto con el instrumento, un conjunto de barras metalicas para ser usadas como

electrodos, con longitudes que no superan por lo general los 40 cm.

En cuanto a la férmula de Wenner dada por (2-18), ndtese que la resistividad aparente es funcidn
de la separacion de los electrodos, aqui es importante realizar los siguientes comentarios: Si el suelo
fuera homogéneo, la resistividad aparente obtenida con la formula seria una constante e
independiente de la separacion d que tengan los electrodos. Por otra parte, si durante la medicidn
se observa variaciones de la resistividad aparente en funcion de la separacién d de los electrodos,
entonces este comportamiento nos indica que el suelo no es homogéneo y esto es lo que ocurre
normalmente durante una medicion de resistividad.



Uno de los problemas que tiene el método de Wenner, es que pierde sensibilidad a medida que
aumenta la separacidn entre los electrodos o, en otras palabras, a medida que se aumenta la
separacion, la resistencia medida tiende a disminuir hasta llegar al punto que el instrumento deja
de medir por operar fuera de su rango de medicidon o porque la resistencia medida tiene una
magnitud del mismo orden del error del instrumento.

Por ejemplo, si d > b entonces la ecuacién (2-17) se aproxima a la siguiente:

R~ fa_ (2-19)

= 2md

Notese de la ecuacidn anterior, que a medida que aumenta la separacion d de los electrodos, la
resistencia medida disminuye, hasta darse la condicidn que la resistencia que se quiere medir se
sale del rango de medicion del instrumento utilizado. Otra forma de explicar lo que sucede es que,
si la separacidn entre los electrodos es muy grande, los electrodos #2 y #3 se salen de la zona de
influencia® de los electrodos #1 y #4 y por lo tanto sus potenciales son despreciables.

Cuando esto ocurre, es preferible utilizar el método de Schlumberger, método que se explica a
continuacion.

1 ver el capitulo 6 de “Sistemas de puesta a tierra. Parte 1”, para la definicion de la zona de influencia de un
electrodo.



3. Medicion de la resistividad del suelo por el método de
Schlumberger.

El método de Schlumberger, para medir resistividad del suelo, es muy parecido al método de
Wenner, la diferencia entre los métodos estd en el hecho en que, en el método de Schlumberger, la
separacion entre los electrodos no son todas iguales, cosa que si sucede con el método de Wenner.
La Figura 3 muestra una configuracién para el método de Schlumberger donde la separacién c entre
los electrodos #1 y #2 puede ser diferente a la separacion d que existe entre los electrodos
electrodos #2 y #3, como se muestra en la figura.
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Fig. 3 Método de Schlumberger para medir resistividad del suelo.

Para calcular el potencial que adquiere el electrodo #2 de la Figura 3, se puede aplicar la misma
metodologia empleada para el método de Wenner, el potencial del electrodo vendra dado por la
contribucidon del potencial que aporta cada uno de los electrodos que inyectan corriente en la tierra,
incluyendo los electrodos imagenes:

Vo=Vor1 +Vou+ Vo + Vg (3-1)
donde:
Var= 15 % (3-2)
V2a= % (c}rd) (3-3)
Vor = 7 T G0
Vow = ¥ (3-5)

4mo \[(c+d)2+(2b)?

Al sustituir (3-2)(3-3)(3-4)(3-5) en (3-1):
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V, = — (1—L+ . = ) (3-6)

T amo\c c+d \/c2+(2b)2_\/(c+d)2+(2b)2

Y al calcular el potencial que tiene el electrodo #3:

V3 =V31+ V34 + V31 +V3y (3-7)
donde:
-i 1
Vsa= 4-7tla c (3-8)
i 1
31= t7o @a (3-9)
—i
Vsu = ne Temanr (3-10)
i 1
Va1 = 4mo \[(c+d)2+(2b)? (-1
Al sustituir (3-8)(3-9)(3-10)(3-11) en (3-7) se obtiene el potencial del electrodo #3:
i 1 1 1 1
Vs = s (m T Tmam b J(Hd)zmmz) (3-12)

Con las ecuaciones (3-6) y (3-12), se obtiene la diferencia de potencial que existe entre los electrodos
H#2y #3:

21 (1 1 1 1
V=V -V:=773 (Z Tora T mane J(c+d)2+(2b)2> (3-13)

En la ecuacion anterior, si se sustituye la conductividad por la resistividad aparente y al pasar la
corriente i al otro lado de la igualdad, se obtiene una expresién relacionada con la resistencia que
mediria el puente para medir resistencia:

_Paf_d 1 _ 1 )

- 2m (C(c+d) +Jc2+(2b)2 J(c+d)2+(2b)2) (3-14)
De la ecuacion anterior se despeja la resistividad aparente del suelo para el método de
Schlumberger:

pa<c,d,b)=(d T — ] (3-15)

+ —
c(c+d) Jc2+(2b)? J(c+d)2+(2b)?

La ecuacion anterior también es valida para el método de Wenner, donde las distancias tanto ¢
como d deben ser iguales.

Enelcasoque ¢ > byd > b, laecuacién anterior se aproxima a la siguiente:

pale,d) = DR (3-16)

El método de Schlumberger tiene la ventaja que permite realizar la medicién para grandes
separaciones de los electrodos de corriente, sin tener el problema que el instrumento para medir
resistencia deje de medir o que la resistencia medida esté en el mismo orden de magnitud del error
del instrumento. En relacién con la Figura 3, si se asume que la distancia d es grande, pero si la
distancia c es pequefia de manera tal que el electrodo #2 quede dentro de la zona de influencia del
electrodo #1 y el electrodo #3 quede bajo la zona de influencia del electrodo #4, entonces siempre

11



habrd una diferencia de potencial entre los electrodos #2 y #3 y, por lo tanto, el instrumento medira
un cierto valor de resistencia.

12



4. Deduccion de la formula de la resistividad aparente,
para un suelo formado por dos capas, empleando el

méetodo de Wenner o de Schlumberger.

En la Figura 4 se muestra un suelo formado por dos estratos y 4 electrodos que se encuentran
separados a las distancias ¢ y d indicadas en la propia figura y cuya configuracién corresponde al
método de medicidon de Schlumberger. Si la distancia entre electrodos se cumple que c =d ,

entonces el método de medicién corresponde al de Wenner.

Para obtener la férmula de resistividad aparente, asimase que por los electrodos extremos se hace
circular una corriente i y luego se calcula la diferencia de potencial que tienen los electrodos

ubicados en el centro.

Va V3
Superficie del suelo
#1 0 barras b
#4 (Primera capa
h #3 v
p1 | | | | del suelo de
! c | d | c | resistividad p;)
= ple > l«——»

(Segunda capa
del suelo de
resistividad p,)

Fig. 4 Método de los cuatro puntos para medir resistividad del suelo formado por dos estratos

Si la longitud b de los electrodos es pequefia en comparacidn con la separacién d entre los
electrodos, el campo generado por los electrodos es equivalente al campo generado por electrodos

semiesféricos, enterrados a ras del suelo, como se muestran en la Figura 5.

13
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S ple ple—C
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Fig. 5 Método de los cuatro puntos, para medir la resistividad del suelo, empleando electrodos
semiesféricos.

Para calcular el potencial en cualquier punto de la tierra que se encuentre situado en la primera
capa del suelo, se requiere la apropiada funcidn de Green? y que se transcribe a continuacion:

r Fk -
o | Tomooaraen: T

Zwo| “
JO=x")2+(y-y")2+(z+2" -2k h)2

Fk
yoo Jx=x"2+(y-y")2+(z-z'-2k h)?2
k=1 N rk
| JO=x")2+(y-y")2+(z+2" +2k h)2

+

fGreen(x,y,z,x',y',2') = ﬁ (4-1)

donde:

X,¥,Z -son las coordenadas del electrodo semiesférico donde se quiere calcular el
potencial.
x',y',z' -son las coordenadas del electrodo semiesférico que inyecta corriente

Con la funcidn de Green, se obtiene el potencial:
V(x,y,z) = fGreen(x,y,z,x",y",z) py i (4-2)
donde:

D1 - Es la resistividad de la primera capa.

2 Consultar los apuntes “Sistemas de puesta a tierra. Parte 5”, para las funciones de Green en suelo
biestratificado.
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i - Es la corriente inyectada a través del electrodo.

h - Es el espesor de la primera capa.
oy - Es la resistividad de la segunda capa.
r - Es el coeficiente de reflexion.
_ P2—p1 _
r= p2tpq (4 3)

Si todos los electrodos tienen coordenadas z = z' = 0, por encontrarse a ras del sueloy siy =
y' =0, entonces al emplear la ecuacidn (4-1), el potencial que tiene el electrodo #2 vendrd dada
por:

_pif2_ 2 4 gy ¢ rt )] ]
Vo= 47 [c cra b 4 Y= <\/(c)2+(2k n?  [(c+d)?+(2k h)? (4-4)

Y en cuanto al electrodo #3, su potencial vendra dado por la siguiente ecuacion:

|2 -2+ ami (s — )| (4+5)

c+d  ¢© Jctd)2+@2kh)? (0% (2k h)?

Pl
V; =—
37 4m

Entonces, la diferencia de potencial que existe entre los electrodos #2 y #3 se obtiene con la
diferencia de las ecuaciones anteriores:

N L B, N r* )] i
V=Vr-Vs=7 [c v T 82k=1 <\/(c)2+(2k nZ  J(c+d)2+(2k h)? (4-6)

Si a la diferencia de potencial V obtenida en la ecuacion anterior, se divide entre la corriente
inyectada por los electrodos que se encuentran situados en los extremos, se obtendria el valor de
la resistencia que indicaria un 6hmetro de cuatro hilos empleado en la medicién:

_V_pft_ 1 o . r )] ]
R= i mwlc c+d +2 Xk=1 (\/(c)2+(2k 2 J(c+d)2+(2k h)? @7)

Al utilizar la ecuacidn anterior en la ecuacion (3-16), se obtiene la expresion para la resistividad
aparente, para suelo formado por dos estratos, empleando la formulacién de Schlumberger:

_ clc+d)py d o rk _ rk )]
Pascnn (6d) =" [c(c+d) 2 2= (J(c)2+(2k n?  J(c+)?+(2k h)? (“4-8)

En el caso que se quiera caracterizar el suelo por dos estratos, empleando el método de Wenner,
entonces las distancias ¢ y d deben ser iguales, al hacer la igualdad en la ecuacién anterior se
obtiene el resultando siguiente:

rk rk
Lo (ZRY fa (2

gue es la misma ecuacién que se publica en la recomendacion IEEE Std. 81, en el anexo B, para el
método de Wenner.

pa_Wenner(C) =p |1 +4X5- \/ (4-9)

Entonces se puede utilizar la ecuacién (4-8) para obtener la resistividad aparente de acuerdo con el
método de Wenner, con la siguiente relacion:

Pa_wenner (c) = Pa_schiu (c,0) (4-10)

15



5. Caracterizacion del suelo por dos estratos siguiendo la
metodologia Schlumberger — Wenner.

Cuando se realiza una medicidn de resistividad del suelo, el procedimiento de medicidn normalizado
consiste en realizar un conjunto de mediciones, con el arreglo mostrado en la Figura 1 si el método
es el de Wenner o el arreglo de la Figura 3 si el método es el de Schlumberger, y a diversas
separaciones de los electrodos. Si la separacién entre los electrodos es pequeiia, se asume que la
corriente que drenan los electrodos #1 y #4 atraviesa principalmente la capa mas superficial del
suelo, entonces la resistividad aparente medida debe contener informacion de esta capa superficial,
y a medida que se separan los electrodos, se asume que la corriente comienza a penetrar las capas
mas profundas del suelo; por lo tanto, las mediciones comienzan a mostrar la dependencia de la
resistividad de estas capas que se encuentran a mayor profundidad, es por este motivo que se
requiere realizar mediciones de resistividad aparente variando la separacion de los electrodos.

El método consiste en obtener los parametros del suelo como la resistividad de la primera capa, su
espesor y la resistividad de la segunda capa, a partir de una serie de mediciones de resistencia,
realizadas con un puente de 4 hilos, empleando los arreglos que se muestran en la Figuras 1y 3. En
el caso de utilizar el método de Wenner, (Fig. 1) la resistividad aparente se obtiene con la ecuacion
(2-18) y en el caso de emplear el método de Schlumberger (Fig. 3), la resistividad aparente se
obtiene con la ecuaciéon (3-15) o también utilizando su aproximacion dada por (3-16). Todas las
mediciones para caracterizar el suelo pueden ser hechas utilizando un solo método, como el de
Wenner o el de Schlumberger, pero también es posible caracterizar el suelo de un conjunto de
mediciones donde se combinan ambos métodos.

Para explicar el método, asumase que se dispone de un conjunto de n mediciones de resistividad
aparente realizadas en un terreno: p4,p,p3, -, Pi, - Pn_que fueron realizadas a diferentes
separaciones de los electrodos: ¢y, ¢y, C3, ..., Cj, .. Cp, ¥ dq,d5,d3, ..., d;, ... d, respectivamente. En
los casos en que ¢; = d; , se asume que el método de medicién empleado fue el de Wenner dado
por (2-18) y para los otros casos donde ¢; # d; se asume que se empled el método de Schlumberger
dado por (3-15) o por su aproximacion dada por (3-16).

Con los datos medidos, el procedimiento consiste en definir una funcién error 1 dada por la
siguiente ecuacién:

pi—palci, dp)?
Y(or, P, h) = Tk, (BEE0) (5-1)
donde:
Di -Es la resistividad aparente medida durante la medicién i.
palci,dy) -Es la resistividad aparente calculada, obtenida con (4-8), y evaluada
empleando las separaciones c y d de la medicion i.
n -Es el nimero de mediciones realizadas.

El procedimiento consiste en determinar los valores de p;, p, y h que minimicen la funcién error,
usando el método de steepest descent o de maxima pendiente, este método trabaja con el gradiente
de la funcion error, si el gradiente tiende a cero, es porque se esta obteniendo un minimo de la
funcion.
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El gradiente de una funcién es un vector, cuyas componentes estdn compuestas por las derivadas
parciales de la funcién, de manera que las componentes del gradiente de la funcién error Y (o sus
derivadas parciales), son las siguientes:

0 o _ _oyn (PizPalci, d) 0 )
apr T 221:1( pi? 9p1 pa) (5-2)
0 o _ _oyn (PizPalci, d) 0 )
ap; T 221:1( pi? op; pa) (5-3)

9 pi=palci, di) 0
i = 230 (PO D) (5-4)

donde las derivadas parciales de la resistividad aparente (4-8) vienen dadas por:

aiplpa — 142 c(c;d)z:?:l [(1 _ k(1—r2)) ( rk rk )} (5-5)

2r J©O+@k 2 J(c+d)2+(2k h)?
0 _c(ctdpi oo _r2 ( krk-t Je Tk=1 )] i
ap,Pa d p; Zk=1 [(1 r J©2+@2k )2 /(c+d)2+(2k h)2 (5-6)
8 8hc(c+d)pi v k2 Tk _ k2 Tk ]
P =" a2kl TanGrme | Gorar o (-7

y donde I' que es conocido como el coeficiente de reflexion, es una variable que también depende
de py1y py:

Con el gradiente de la funcion, dada por las derivadas parciales (5-2)(5-3)y (5-4), se calcula el médulo
del gradiente de la funcién error, al converger los resultados, el médulo de Vi debe ser muy
pequefio y menor a un cierto valor Tol :

vyl = J(2w) + (2v) +(5v) (5-9)

Y la magnitud de los incrementos que se deben realizar en cada iteracién a las variables que se
quieren calcular (p1, p2 y h) van a depender de la magnitud de las derivadas, si estamos cerca de la
solucion, las derivadas van disminuyendo en magnitud y de igual forma se van disminuyendo los
incrementos de las variables. A continuacidn, se presentan las formulas relacionadas con los
incrementos:

0.005|p;| @

A1 ="l (5-10)
__0005lp] 2 ]

B2 = = Zour 3, (-11)
__0.005/n| & ]

M= -2 Ty (5-12)

Algoritmo de célculo:

a) Seasignan los valores iniciales de p?, p2, h® y la tolerancia Tol.
b) Se calculan las derivadas parciales dadas por (5-2)(5-3) y (5-4) y el mddulo del gradiente de
la funcién error, dado por (5-9).
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c) Con las derivadas parciales se calculan los incrementos Ap;, Ap, y Ah dados por (5-10)
(5-11) y (5-12)
d) Se obtienen los nuevos valores de p;, p, y h con las siguientes ecuaciones:

pi=pit +A4p; (5-13)
py =p5 Tt +Ap, (5-14)
hi = h'=! + Ah (5-15)

e) Setoma una decisidn en el proceso con base a las siguientes condiciones:

Si |Viy| > Tol entonces se regresa al paso b.

Si |Vy| < Tol entonces se para el proceso y pi, pé y h' es la solucién.
Ejercicio 1
Obtener los pardmetros de un suelo formado por dos estratos, a partir de los valores de
resistencia, medidos con un puente de 4 hilos y empleando el método de Wenner. En la tabla
1 se muestran los datos obtenidos de la medicidn de la resistividad aparente del suelo

realizados con el método de Wenner.

Tabla 1 Mediciones de resistencia y de resistividad, empleando el método de Wenner(2-18).

Medicidn Separacién entre Resistencia medida por | Resistividad aparente
electrodos (m). el puente (£2) medida p ,obtenida
c=d con (2-18) (A m)
1 0.5 13.79 57.01
2 1 12.59 86.99
3 2 7.52 97.02
4 4.4 3.98 113.14
5 6.5 2.98 122.02
6 9 2.52 143.70
7 15.5 1.85 180.25
8 22 1.52 210.16
9 27.5 1.32 228.11
10 33.5 1.13 237.87
11 39.5 1.02 253.17
12 46 0.90 260.14

Nota: Para la medicién se emplearon 4 barra enterradas a 25 cm. (b = 0.25 (m))

a) Se asignan los valores iniciales y la tolerancia:
p1° =50 (5-16)

20 =300 (5-17)
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K =6 (5-18)

Tol = 0.00001 (5-19)

Los valores semillas o iniciales por lo general pueden tener cualquier valor, pero si estan
cerca de la solucidn, la convergencia sera mas rapida.

b) Con los datos de p4, p, Y h, se calculan las derivadas parciales dadas por (5-2)(5-3) y (5-4)
y el médulo del gradiente de la funcidn error:

a ., n  (Pi—Palci, di) 0 - -
o = 25, (BP0 L, ) = ~0.074 (5-20)

0 n (Pi=palci, di) 9 — _ .10-3 .
= 221=1(—piz o pa) 4.06-10 (5-21)

2 Pi—palci, di) 8
gn¥ = 25, (B0 Sp, ) = 0.322 (5-22)
\/ 3 \2 a  \2 (8, \2

V| = (a—pll/)) + (mlp) +(3-9) =0338 (5-23)

donde p, viene dada por (4-8) y p; son los valores medidos de resistividad tomados de la
Tabla 1.

c) Con las derivadas parciales se calculan los incrementos Ap,, Ap, y Ah dados por (5-10)
(5-11) y (5-12):

0.005|p,| @

Apy = — =5 2 5=t = 0.055 (5-24)
_ _0005ps| & . _ )

Bpy = == - = 0018 (5-25)
— _0005IR 0 _ _ -

Ah = === S = =0.029 (5-26)

d) Con los incrementos, se obtienen los nuevos valores de p4, p, y h:

pt = p? + Ap; =50.055 (5-27)
p3 = p?d + Ap, = 300.018 (5-28)
h' = h° + Ah =5.971 (5-29)

e) Se compara el médulo del gradiente de la funcién error (5-23) con la tolerancia, como en
este caso |Vi| > Tol, entonces se regresa al paso b), el proceso contintia hasta lograr que
VY| < Tol .

La convergencia de este método iterativo no es rapida pero casi siempre se obtiene un
resultado. Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

p1 =69.73 (Am) (5-30)

py =270.30 (Qm) (5-31)
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h=3.13 (m) (5-32)

. i AN 2
¥(py, P2, h) = L(%) = 0.152 (5-33)

La funcién ¥ (p4, p2, h) permite evaluar el error de la regresion no lineal efectuada, sirve para
comparar el método steepest descent con otros métodos numeéricos de regresion o para ajustar
el valor de Tol, y en el caso que exista mas de una solucion, el error permite seleccionar la
mejor. Para cualquier solucién que se tome, los valores de p;, p, y h deben ser positivos

Con los resultados obtenidos, se puede graficar la resistividad aparente utilizando la ecuacion
(4-8), en la Figura 6 se compara la resistividad aparente, obtenida con la ecuacion en cuestién
y los datos de la resistividad medidos de la Tabla 1.

Notese que, en este ejercicio, donde se empled el método de medicién de Wenner, el calculo
fue realizado empleando las ecuaciones de Schlumberger teniendo el cuidado que ¢ = d.

300) T T T T

200]

Resistividad (2 m)

100]

| | | |
0 10 20 30 40 50

Separacion de los electrodos (m)

Fig. 6 Comparacion de la resistividad aparente obtenida con la ecuacidn (4-8) con los
valores medidos.

e Ejercicio 2
Se dispone de un conjunto de mediciones de resistividad realizadas en un terreno, en las

mediciones se utilizaron tanto el método de Wenner como el de Schlumberger, se requiere
obtener el modelo del terreno para dos estratos.
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Tabla 2 Datos medidos mediciones de resistividad aparente del terreno

Medicidn Método Separacién | Separaciéon | Resistencia Resistividad

c(m) d(m) medida (£1) medida

(Qm)

1 Wenner 0.5 0.5 5.67 17.81
2 Wenner 1 1 2.96 18.60
3 Wenner 2 2 1.90 23.88
4 Wenner 3 3 1.29 24.32
5 Wenner 4 4 1.08 27.14
6 Wenner 5 5 0.85 26.70
7 Schlumberger 5 6 0.93 26.78
8 Schlumberger 5 7 0.98 26.39
9 Schlumberger 5 8 1.05 26.80
10 Schlumberger 5 9 1.08 26.39
11 Schlumberger 5 10 1.17 27.57

Nota: la resistividad medida fue obtenida con la ecuacion (3-16)

La Tabla 2 muestra los datos obtenidos de las mediciones donde se emplearon ambos
métodos, ndtese que en el caso de aplicar la configuracién Schlumberger, |a separacidn c se
mantuvo constante y en 5 (m), con la finalidad que los electrodos de tensiéon quedaran
dentro de la zona de influencia del electrodo de corriente que se encuentre mas cercano al
mismo y de esta forma los valores de resistencia medidos no sean tan bajos, pero en ningun
momento debe ser considerado como una norma. Pero el método permite que la distancia

¢ puede variar y tomar cualquier valor.

a) Se asignan los valores iniciales y la tolerancia:

p° =15
p2° =30
ho =2
Tol = 0.00001

(5-34)
(5-35)
(5-36)

(5-37)

b) Con los datos de p;, p, v h, se calculan las derivadas parciales dadas por (5-2)(5-3) y (5-4)
y el médulo del gradiente de la funcién error:

o = 22 (P ) = —0152
o = 220 (= ) = —0038
an = 2Zl (PP o) = 038
o= () + (o) +(2w) =0an

(5-38)
(5-39)

(5-40)

(5-41)

donde p, viene dada por (4-8) y p; son los valores medidos de resistividad tomados de la

Tabla 2.
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d)

e)

Con las derivadas parciales se calculan los incrementos Apy, Ap, y Ah dados por (5-10)

(5-11) y (5-12):

— _0005lpal 2 )
Ap, = vyl apllp = 0.028
— _0005p,| @
Bp2 = =Ty 55, ¥ = 0014
Ah = — 0.005|h| il/) =-924-10"3

V| ok

Con los incrementos, se obtienen los nuevos valores de p;, p, v h:

pt = p¥ + Ap; = 15.028
p3=pd+Ap, =30.014

h' = h% + Ah = 1991

(5-42)

(5-43)

(5-44)

(5-45)
(5-46)

(5-47)

Se compara el médulo del gradiente de la funcién error (5-41) con la tolerancia, como en
este caso |Vi| > Tol, entonces se regresa al paso b), el proceso continta hasta lograr que

VY| < Tol .

Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

p; = 1697 (Am)
py = 28.54 (QAm)

h = 0.847 (m)
W(p1, pz, ) = 7.149- 1073

(5-48)
(5-49)

(5-50)
(5-51)
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En la figura 7 se compara la expresion (4-8), utilizada para calcular la resistividad aparente
y evaluada con los resultados obtenidos, con los valores de resistividad aparente medidos
dados en la Tabla 2.

< 30 T T
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2 X

c

o X

© X

Q.

©

o 251 i

©

=

>

2

2]

(%]

9}

[a'4
20 ]
15 ! !

0 5 10

Separacion d de los electrodos ( m)

Fig. 7 Comparacion de la resistividad aparente, dada por (4-8), con los valores de
resistividad aparente medidos.
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ANEXO

Caracterizacion del suelo por dos estratos utilizando Math Cad

Problema 2
Método steepest descent o método de maxima pendiente
para caracterizar el suelo por dos estratos.
Método Wenner- Schlumberger

Se desea obtener de la medicion de resistividad aparente, los datos referentes a la resistividad p1 de
la primera capa del suelo, la resistividad de la segunda capa p2 y el espesor h de la primera capa del
suelo.

nmed := 11 Numero de mediciones realizadas

Datos medidos:
j = 1..nmed

o
1l

—_ [=)

Rm. =

c. :
M J

[=)
(V)]

Wl fnln|ln|bs[WIN|—]:

5.67
2.96
1.90
1.29
1.08 Resistencia medida (Q )
0.85
0.93
0.98
1.05
1.08
1.17

Separacioncyd
de los electrodos (m)

reflex := 2C Es el numero de reflexiones de onda a considerar en los calculos

Resistividad aparente medida obtenida con (3-16):

n-c.-(c. + d.)

am ':M-Rm

pam - 4 1 (3-16)
J
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am =
pJ

17.813
18.598
23.876
24.316 Vector resistividad aparente en (ohm m)
27.143
26.704
26.782
26.389
26.802
26.389
27.567

Resistividad aparente para el método de Schlumberger:

i

p2-pl\'
p2+pl

9 (pZ—pl)
reriex

l-c 2 1
pac.d,pl,p2,h) = 2Eeler D ) d +23 | A

d c(c+d)

Derivada parcial de la resistividad aparente con respecto a p1:

il

i=1 \/02 + (2-i-h)2 \/(c + d)2 + (2~i-h)2

p2-pl !
p2+pl

[\

. 2-pl
(c + d) "Sex {1_(%
c(c p2+p

dpadpl(c,d,pl,p2,h) =1+ 2.————- 1-
padpl(c,d,pl,p2,h) 1 Z p2p!
i=1 p2+ pl

Derivada parcial de la resistividad aparente con respecto a p2:

2| reflex
plc(c+d) p2-pl
dpadp2Ac,d,pl,p2,h) = 1T = .
padp2c,d,pl,p2,h) 12 Tl >
i=1

(

+(=1)-
i \/(c L)+ ein? |

p

2-pl 1—1i
p2+ pl

J + @iy’

JE + @imy?

(p2—p1)1
2+ pl
+ (1) p-*p

i \/ (c+d)+ 2ih° ]

02— pl 1—1i
p2+pl
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Derivada parcial de la resistividad aparente con respecto al espesor h de la primera capa:

2(p2-plY 2(p2-pl)
8h-plc(c+d) reflex B 02+ pl v 52+ o1
dpadh(c,d,pl,p2h) = —P-ERET ) Z p2+p ~ p2+ p

d
=1 \/ e+ 0+ @iny?] \/ 2 ind]

Valores semillas o iniciales:

Valores semillas o iniciales:

pl:=15.C Resistividad de la primera capa (ohm m)
p2:=30.C Resistividad de la segunda capa (ohm m)
h :=2.C Espesor de la primera capa (m)

Tol :=0.00001!
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pl « pl

p2 « p2

hh < h

AF « 10

moddF « 1

while |moddF| > Tol

o _
dFdpl « -2 niel Pk pa(ck’dk’pl’pz’hh).(dpadpl(ck,dk,pl,pz,hh))
k=1 (pamk)2 q

i \

dFdp2 « -2 niel pa, ~ pa{cydy P! ’pz’hh).(dpadpz(ck,dk,pl 2,1h))
2 _

nmed pam - pa(ck,dk,pl ,p2,hh)

dFdh « -2 -(dpadh d, ,pl,p2,hh
« S (dpadh(e,..d, .p1.p2.hh))
=] Y
2 2 2
moddF « \/ dFdp1™~ + dFdp2~ + dFdh
Apl <0
Ap2 <0
Ahh « 0
if moddF >0
dFdpl
Apl « —0.005|pl|:———
P |p | moddF
dFdp2
Ap2 < —0.005 |p2| —2
moddF
dFdh
Ahh <« —0.005 |hh |- ———
moddF
pl <« pl + Apl
P2 < p2 + Ap2
hh < hh + Ahh
X1 <« pl
X2 <« p2
X3 < hh
X4 < moddF

2
nmed pam - pa(ck,dk,pl ,p2,hh)

X5<—Z

pa
k=1 X




Resultados

Rd= X1

pl=16.955 Resistividad primera capa (ohm m)

R&= %y

p2 =28.539 Resistividad segunda capa (ohm m)
=X

h=%,

h =0.846 Espesor de la primera capa (m)

MoéduloGradiente := X,  Valor del médulo del gradiente w obtenido
, . — 9
ModuloGradiente = 1.351x 10

Error := X, El error se obtiene con (5-1)

Error = 7.154x 10 3
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