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Deduccidn de las funciones de Green empleadas para calcular el
potencial en cualquier punto del suelo

1. Introduccion.

En los apuntes titulados Sistemas de Puesta a Tierra. Parte 3 y Parte 4, se presenta un método de
integracion para resolver la ecuacion de Laplace y que se utiliza para calcular tanto el potencial de
cualquier punto del suelo, como la resistencia de los electrodos de puesta a tierra. El método en
cuestion tiene como sustento la segunda identidad de Green, particularmente consiste en el uso
de las funciones de Green que son muy Utiles para resolver ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales.

Sin embargo, en los apuntes en cuestion, a pesar de que se presentan numerosos ejemplos de
célculo de electrodos de puestas a tierra, tanto para suelo homogéneo como para suelos formados
por dos estratos, no se explica como se obtienen dichas funciones; entonces para superar esta
barrera, se presenta, en esta parte de los apuntes, la deduccién analitica de dichas funciones.

A pesar de que en estos apuntes se presenta la deduccion de las funciones de Green para suelos
formados por dos capas, la metodologia presentada puede ser utilizada para deducir las funciones
de Green en el caso que se quiera modelar el suelo por mas de dos estratos o capas.

Para calcular la resistencia de un sistema de puesta a tierra, asi como las tensiones de toque y paso,
se requiere conocer los potenciales en cualquier punto del suelo. Para obtener los potenciales, en
la tierra, es necesario resolver la ecuacion de Laplace para el potencial escalar V en régimen
estacionario:

V2V =0 (1-1)

Uno de los métodos para resolver la ecuacién diferencial anterior consiste en aplicar un método de
integracion, donde se emplean las funciones de Green. Por ejemplo, la expresion matematica para
calcular el potencial escalar V, producido por una carga puntual g en un medio infinito y homogéneo
es muy conocida y viene dado por la siguiente ecuacion:

) s al'y') _
V(x, Y z) = (4n\/(x—x’)2+(y—y')2+(Z—Z’)2) € 1-2)

donde (x, y, z ) son las coordenadas donde se quiere evaluar el potencial y (x, y, z' ) son las
coordenadas donde se encuentra la carga.

Si en lugar de tener una carga puntual se tuviera una densidad volumétrica de carga, se puede usar
nuevamente la ecuacién (1-2) pero sumando la contribucién que produce cada diferencial de carga
al potencial:



V(x, v, Z) = fVol ( 1 ) P(x’,yllzf) dvl (1_3)

4/ (x-x")2+(y-y")2+(z-2")2 £

Donde la integracidn se realiza en el volumen donde se encuentra la densidad volumétrica de carga
y dv’ es un diferencial de volumen.

La ecuacién (1-3) es solucién de la ecuacion de Laplace (1-1), para un medio infinito y homogéneo.
Notese de la ecuacion (1-3) que, si se conoce la densidad volumétrica de carga, el potencial en el
espacio estd completamente definido.

La ecuacion (1-3) se puede también representar como la integral del producto de una funcion por
la densidad volumétrica de carga, donde la carga es la responsable de crear el campo eléctrico en
el medio:

V(x,y,z) = fVol fGreen(x'YfZ'x,'yl'Z’) de, (1-4)

En la ecuacién anterior, fereen S& conoce como la funcion de Green y para un medio infinito y
homogéneo viene dado por la siguiente expresion que se extrae de (1-2):

1
4 [(x—x")2+(y-y" )2 +(z—2" )2

foreen(x,y,2,x",y',2" ) = (1-5)

Notese que la funcion de Green anterior es la misma ecuacion del potencial dada por (1-2) pero sin
incluir ni la carga ni la permitividad del medio.

Si el medio no es homogéneo o si es homogéneo por capas, como sucede en la tierra, la funcién de
Green a utilizar difiere a la mostrada en la ecuacion (1-5).

En este trabajo se deducen las funciones de Green para medios infinitos formados por dos estratos
y tres estratos, considerando gue en ambos casos el primer estrato es el aire.

La forma tipica de obtener la funcién de Green para un medio compuesto por mas de un estrato
consiste en calcular el potencial producido por una carga puntual situada en uno de los estratos,
de la solucién obtenida se extrae la funcidon de Green tal como sucede al comparar las ecuaciones
(1-2) con (1-5).

Por ultimo, como este trabajo esta destinado al estudio de sistemas de puesta a tierra, en lugar de
trabajar con una carga puntual g como fuente del campo eléctrico, se trabajara con una inyeccion
puntual de corriente i ; mas adelante se explica la razon fisica que permite hacer este cambio.



2. Funcion de Green para calcular el Potencial escalar en un medio
infinito formado por dos estratos o capas como lo forman el aire y la

. v - - . a
tierra y en régimen estacionario (E = 0). (En este caso se asume
que el suelo es homogéneo).

En el presente capitulo se determina la funcién de Green, necesaria para calcular el potencial V,
para un medio infinito formado por dos estratos. Para deducir la funcidon de Green, se parte de las
ecuaciones de Maxwell (Jackson, 1975), asumiendo que existe un fendmeno estacionario del
campo electromagnético, o en otras palabras, que el campo no varia con el tiempo:

V-D=p (2-1)
VXE=0 (2-2)
V-B=0 (2-3)
VxH=] (2-4)

Donde D, E, B, Hy J son los vectores desplazamiento eléctrico, campo eléctrico, densidad de flujo
magnético, campo magnético y densidad de corriente respectivamente.

Por las propiedades del medio, algunas cantidades vectoriales estan relacionadas entre si:

D=¢cE (2-6)

De la ecuacion (2-4), por tener el campo eléctrico el rotacional nulo, el mismo se puede definir
como el gradiente de una funciéon potencial escalar V:

Al sustituir (2-6) en (2-1) se obtiene:

V-(¢E)=0 (2-8)

Donde se considera que la densidad de carga p es nula en la tierra ya que, por ser el medio
conductor, las cargas con polaridades opuestas se recombinan y las cargas de igual polaridad se
repelen entre ellas y terminan alejandose entre si.

Si el medio es homogéneo por capas, isotrépico y lineal, entonces (2-8) se convierte en lo siguiente:

eV-E=0 (2-9)



Al sustituir la ecuacién (2-7) en (2-9) se obtiene lo siguiente:

V2V =0 (2-10)

Al resolver la ecuacion anterior se obtiene el potencial en cualquier punto del espacio.
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Fig. 1 Medio infinito formado por dos estratos.

Para resolver (2-10) se asume que en el medio 2 existen dos campos, uno creado directamente por
una carga puntual, ver la fig. 1 y el otro campo que se crea por la reflexion y la transmision del
campo eléctrico que ocurre en la frontera que existe entre los dos medios.

Asumiendo coordenadas cilindricas, la ecuacion de Laplace (2-10), aplicada en el medio 1, se
convierte en la siguiente ecuacién (Stinson, 1976):

19 (padV, a2
ViV, = ;5(p6p1) +ozVi=0 (2-11)

donde py z son las variables de posicion en coordenadas cilindricas y V1 es el potencial de un punto

gue de encuentra en el primer estrato.

Como la carga puntual mostrada en la figura 1, se encuentra situada sobre el eje z, se asume que,

por la simetria presentada, el potencial V1 en coordenadas cilindricas, no depende del dngulo ¢.

Aplicando el método de separacion de variables, el potencial se define como el producto de dos

funciones:



Vi =Ri(p) Z,(2) (2-12)

Al sustituir (2-12) en (2-11):

10 (pdRy 02 _
2155( - ) +Ry 32y =0 (2-13)

Reordenando la ecuacién anterior e introduciendo la variable de separacion a?:

119 (JOR\ 2, 107 5 )
Rpap(pap)+ 41 Z a? =0 (2-14)

De la anterior se obtienen dos ecuaciones diferenciales desacopladas:
dZ
—Z—-a*Z=0 (2-15)
dz
a2 1d 2p
d—p2R+;ER+a R=0 (2-16)
Al multiplicar la ecuacién anterior por p:
p? R +p— R + (a.p)?R (2-17)
Y operando con el diferencial:
d(ap) = adp (2-18)

(d(ap))2 = a? dp? (2-19)

Al sustituir (2-18) y (2-19) en (2-17) se obtiene la siguiente ecuacion diferencial:

(ap)? +(ap)=——=R + (ap)’R =0 (2-20)

(d( d( )

La anterior es una ecuacion diferencial de Bessel, de orden cero, cuya solucion (Spiegel, 1998) es la

siguiente:
R, = A Jo(ap) + B Yo(ap) (2-21)
Y para la ecuacién diferencial (2-15), su solucion es la siguiente:

Z;=Ce*” +De * (2-22)



Entonces se obtiene el potencial V; para cualquier punto situado en el primer estrato con las
ecuaciones (2-12), (2-21) y (2-22):

Vi(p,z) = (AJo(ap) + B Yo(ap))(C e*? + D e™%%) (2-23)

En la ecuacion anterior, A, B, Cy D son funciones de la variable a, funciones que se determinan de

las condiciones de fronteras.

Para que el potencial V1 sea finito en p = 0, entonces B debe ser nulo ya que la funcion de Bessel Yp

tiende a infinito si se evalla en cero; reordenando la ecuacién anterior:
Vilp,z2) = A (a) Jo(ap)e®? + B(a) J,(ap)e (2-24)

Para que Vs sea nulo, si z tiende a infinito, entonces la funcion A'(a) que se muestra en la ecuacion
anterior, debe ser nula. Dado lo anterior, la solucién del potencial, considerando todos los valores

posibles que puede tomar la variable a, es la siguiente:
Vi(p,2) = f; B(@)Jo(ap)e™**da (2-25)

Andlogamente, para calcular el potencial en el medio 2, el mismo debe se nulo en el infinito (z =
—o0); entonces se puede utilizar nuevamente la ecuacion (2-24) a sabiendas que en el medio 2 se
encuentra una carga puntual que es la fuente o la que origina el campo eléctrico en los dos
medios. La solucion general para el medio 2 es la siguiente:

— (- az a(x.y.z’) _
Vz(P,Z) - fO C (a) ]o(ap) e da + 4n£2m (2 26)

donde x,y,z son las coordenadas donde se quiere evaluar el potencial; x’, y', z son las coordenadas
donde se encuentra la carga puntual g, y la variable de posicién p,en coordenadas cilindricas, viene

dada por:
pr=(x—x)+=(-y)? (2-27)

Enla ecuacién (2-26), el término que estd después de la integral es la expresion que permite calcular
el potencial debido a una carga puntual (1-2) en un medio infinito y homogéneo (John, 1996); la
carga puntual es la fuente del campo eléctrico, pero en este caso se puede reemplazar la carga por
una corriente inyectada en un punto del suelo o del estrato 2.



carga

puntual g \ superficie de
lintegracion

Fig. 2 carga puntual encerrada en una esfera virtual.

Al aplicar (2-1) (2-1)a un pequefio volumen limitado por una esfera, que contiene la carga g, como
se muestra en la figura 2:

J, V' Ddv=[ pdv=q (2-28)

Al aplicar el teorema de Gauss en la ecuacién anterior y al usar (2-6):
5ﬁsupD ‘nds o & fsupE ‘n ds (2-29)

donde n es un vector normal a la superficie de integracion que encierra la carga q.

Teniendo en cuenta (2-5) en la ecuacién anterior:

j—zgﬁ]-ndszq (2-30)

donde la integral en una superficie cerrada de la densidad de corriente es la corriente 7que sale de

la carga puntual, de esta forma la ecuacion anterior se reduce a lo siguiente:

q==2i (2-31)

02

Al sustituir la ecuacidon anterior en (2-26):

i
41 05 \[p2+(z—2")?

V2(p,2) = [ C(a) Jo(ap)e®“da + (2-32)

En la ecuacion anterior, el potencial producido por la carga puntual g, o por la corriente i que sale
de la carga, puede considerarse como una onda esférica que se puede convertir en la suma de

infinitas ondas cilindricas (Sommerfeld, 1949):

10



_ - Ju?+y2?lz—z1
e V" roujy(pue “
—=J N du (2-33)

donde y es una constante y r es la variable de posicion en coordenadas esféricas:

r=yJp?+@z-z)2=Jx-x)V+@G-y)2+(z-z)> (2-34)

Entonces siy =0, (2-33) se convierte en:

1 ©  _lgeg
e b e Jopw) du (2-35)

Al introducir la ecuacion anterior en (2-32) se obtiene lo siguiente:
Va(p,2) = [“Jo(ap) (C @) e®% + 2" N g 236
(0. 2) = J Jolap) (C (@) % + - ——) da (2-36)

Con las ecuaciones (2-25) y (2-36) se puede calcular el potencial en cualquier estrato, si las
funciones B'(a) y C'(a) son conocidas y en el caso que no sean conocidas se obtienen al aplicar las
condiciones de frontera.

Al calcular la divergencia de la ecuacion (2-4), se obtiene lo siguiente:

V-J=0 (2-37)

Si la ecuacion anterior se aplica sobre una pequefia superficie cerrada que encierra un pequefio

volumen y que se encuentra en el limite entre dos medios:

foo VT dv = gﬁsup J nds=0 (2-38)

Donde se concluye que en la frontera se debe cumplir que:
Jirm=]z'n (2-39)
donde nmque es un vector unitario en la direccion de z.

La otra condicién de frontera se obtiene al aplicar la ecuacion (2-2) sobre un camino de integracién
gue encierra ambos medios y que se muestra en la figura 3.

Al integrar (2-2) sobre una superficie y al aplicar el teorema de Stokes (Spiegel, 1998):

[ (VxE)nds=¢E-di (2-40)

sup

donde dlI es un vector diferencial de longitud y n es un vector unitario normal al plano de la figura.

11



|
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Figura 3 Superficie limitada por un camino de integracion, situada entre la frontera de dos medios

De la ecuacién anterior se concluye que se debe cumplir con la siguiente relacién para el campo

eléctrico, en la frontera:

E1Xn=E2Xn (2—41)
Calculo del gradiente del potencial V en coordenadas cilindricas:

vy = —pap +—a, (2-42)

Al substituir (2-25) en (2-42) se obtiene el gradiente de potencial para el estrato 1:
vV, = —(f;oa B(a) J;(ap)e™**da)a, — (f(:oa B(a)J,(ap)e **da)a, (2-43)

Y al substituir (2-36) en (2-42) se obtiene el gradiente de potencial para el estrato 2:

)

0 ie—alz—z‘I
VVZ = _<.f ]1(0-[)) <C’(a)eaz+T>ada> a, +:-
0

+ (f(:o]o (ap)a (C (a)e% — 7?7 Sign(z_z‘)) da) a, (2-44)

4110,

donde sign(x) es la funcion signo.

Al aplicar la condicién de frontera (2-41) a las ecuaciones (2-43) y (2-44) , teniendo en cuenta (2-7),
y evaluadaen z=0:
ie al—z

' ") da (2-45)

41 0,

[aBa)ji(ap)da = [ aj(ap) (C(a) +

De donde se obtiene la siguiente relacion:

ie—al-z’l

B(a) =C7{(a) + (2-46)

4T 0,

12



Al aplicar la condicion de frontera (2-39), usando las ecuaciones (2-43) y (2-44) , teniendo en cuenta
(2-5) y (2-7) evaluadaenz=0.

o 0 i e—al-z"| .
o1 Jy B (@) ajo(ap)da = o, [ Jo(ap)a <4— -C (a)) da (2-47)
2
De donde se obtiene otra relacién:
- _ O'zie_al_zll _ .
0, B(a) = pEr— C(a) (2-48)
Con las ecuaciones (2-46) y (2-48) se obtiene C'(a) y B'(a):
. _ oy—0q e”77
C (a) = m Wl (2-49)
. _ 2e-al=z’l
B (Cl) = ml (2-50)
Al substituir (2-50) en (2-25) se obtiene el valor de V;:
— 2i 5 —a(z—z") _
Vl(p)Z) _4”(0_2+0_1)f0 .]D(ap)e da’ (2 51)

Usando la ecuacion (2-35) en la ecuacién anterior y considerando que z > 0, se obtiene lo siguiente:

Vi(p,2) = ( - )i (2-52)

ant(oy+01)y/p2+(z—2")?

Al substituir (2-49) en (2-36) se obtiene V3:

Va(p.2) = i (o + [y Jo(apre ) da] 252 (253)

41 05 \\/p2+(z—2)? 02+07

Al usar (2-35) en la ecuacién anterior:

_ 1 1 O0,—0q 1 . _
Va(p,2) = <47T0'2 (Jp2+(z—z)2 t o Jp2+(z+z)2)>l (2-54)

Utilizando las ecuaciones (2-52) y (2-54), se puede calcular el potencial en cualquier punto, para un
medio biestratificado, asumiendo un fendmeno estacionario del campo electromagnético,
teniendo como fuente un punto que inyecta corriente en el medio 2 (ver figura 1).

Se define el coeficiente de reflexidn I'72 que existe entre las fronteras formadas por los medios 1y

2 como:

13



N, = (”2_61) (2-55)

o1t0y

Entonces la ecuacion (2-54) queda de la siguiente forma:

1 1 1 ,
Va(p.2) = (4”02 (Jp2+(z—z)2 *the Jp2+(z+z)2)>l (2:56)

Si en lugar de conocer las conductividades de ambas capas, se conocen las resistividades p,
entonces el coeficiente de reflexion vendra dado por:

ho = (22) (2-57)

Ahora bien, si el primer estrato es el aire, donde la conductividad del aire se puede considerar nula,
entonces el coeficiente de reflexion dado por (2-55) es igual a la unidad, en este caso y al usar (2-
27), el potencial tanto en el aire como en la tierra vendrd dado por las siguientes expresiones

b 1 i
V]_ (xl y; Z; X ) y ) VA ) - <2T[ \/(x—x')2+ (y_y,)2+(z_z‘)2) 72 (2'58)
V(xyzx'y'z')=( . + . )L (2-59)
2N S am J(x-x )2+ (y-y )2 +(z-2 )% an[(x—x )2+ (y-y )2+ (z+z")2) o2

Los términos encerrados en paréntesis que acompafian a la corriente 7en las ecuaciones (2-58) y
(2-59), son las funciones de Green que permiten calcular el potencial en un medio infinito, formado
por dos estratos, si la corriente inyectada i es conocida.

1
21 (x=x")2+(y—-y )2 +(z—2")?

fGreen?st(x,y,z,x,y,z ) = (2-60)

La funcién de Green anterior fue extraida de la ecuacion (2-58), esta funcién de Green permite
obtener el potencial de cualquier punto que se encuentra en el aire (estrato 1) si se inyecta
corriente por la tierra que es el estrato 2.

La ecuacion anterior es muy Util si se quiere calcular el potencial de cualquier punto que se
encuentre en el estrato 1 o en el aire, si se tiene un electrodo cilindrico, enterrado en el suelo, que
se encuentre inyectando una corriente en la tierra:

— i 2est " oY i A 7 _
Vilx,y,z) = ngfGreenlz (x,y,z,x,y,z ) L(x,y,z )dl (2-61)
donde la integral es de linea y que se realiza a lo largo o en la direccidn axial del electrodo y:

i(x',y', Z) Es la densidad de corriente que el electrodo drena a tierra (A/m).

s

dl Es un diferencial de longitud (m).

14



(x ',y',z') Son las coordenadas de un punto del eje del electrodo, en metros.

De la ecuacion (2-59) se puede extraer otra funcién de Green:

2est "N o) = 1 1 -
flreenzs(xy.2.%.7.2) = ey t wva oS ey 2%

La funcion de Green anterior permite obtener el potencial de cualquier punto que se encuentre en
el estrato 2 o en la tierra, si se inyecta corriente por el mismo estrato:

1 2est N .
V,(x,y,z) = TffGreenzgs (x, V,2,X,Y,Z ) L(x YV, Z )dl (2-63)
2
En el documento Sistemas de puesta a tierra. Parte 3. se presentan numerosos ejemplos de como
calcular la resistencia en electrodos cilindricos y como se puede obtener las curvas equipotenciales

en la superficie del suelo, usando las funciones de Green (2-62) y (2-63), funciones que son
adecuadas cuando se modela el suelo como un medio homogéneo.

15



3. Funcidn de Green para calcular el potencial escalar en un medio
infinito formado por tres estratos, teniendo como fuente una
corriente puntual situada en el segundo estrato

Az
i estrato 1 (g1, 01)

A i """""""""""""""" >
z
A --Y-- @carga estrato 2 (g2, 02)
puntual g

estrato 3 (&3,03)

Figura 3 Medio infinito formado por tres estratos con una carga puntual ubicada en el segundo

estrato

La Figura 3 muestra un medio infinito formado por tres estratos, el primer estrato es el aire y los
estratos 2 y 3 son las dos capas que forman el suelo, en este caso el suelo deja de ser un medio

homogéneo y se considera que esta formado entonces por dos estratos.

Como punto de partida, se utiliza la misma solucién general para el potencial, dada por la ecuacién
(2-25) y que se obtuvo para un medio formado por dos estratos. Para la primera capa o estrato, el
potencial escalar V1, viene dado por la siguiente expresion:

Vi(p.2) = [ A(a) Jo(ap) e~*“da (3-1)
dondez>0

Para la segunda capa o estrato el potencial vendra dado por la siguiente expresion:
1

Vo(p,z) = f(jo]o(ap) (B(a) e™** + C(a) e**)da +mi (3-2)

donde h>0,0>z">-h,0>z>-h, heselespesor de la capa o del estrato 2 que se muestra en la

figura 3

Si se emplea (2-35) en la ecuacion anterior, el potencial en el segundo estrato queda asi:

16



e—alz—z |

Vy(p,z) = f(:o]o(ap) (B(a) e %%+ C(a)e®? + i) da (3-3)

Para la tercera capa, que tiene un espesor infinito, el potencial viene dado por:
Vs(p,2) = [ D(a)]o(ap)e®“da (3-4)

donde z< -h

Se calcula el gradiente del potencial escalar a las ecuaciones (3-1), (3-3) y (3-4) usando (2-42) , para
luego aplicar las condiciones de fronteras.

Para la primera capa o estrato 1 usando (3-1):

7Vi(p,2) = (= J; a A(a) Ji(ap)e™**da) a, — (J; a A(a) J,(ap)e™**da) a, (3-5)

Para el estrato 2, usando (3-3):

vV,(p,z) = (— fgoajl(ap) (B(a)e_‘” + C(a)e* +%:ﬂ) da) a,+...

+(J7 adoan) (c@e - B@ee? - D Y da)a, (3

410,

Y para el estrato 3, usando (3-4):
vV = (- foooajl(ap) D(a)e*da)a, + (fgoajo(ap) D(a)e**da)a, (3-7)

Con las ecuaciones (3-5), (3-6) y (3-7), se puede obtener el campo eléctrico y la densidad de
corriente usando (2-5) y (2-7).

Condiciones de Frontera para el planoz=0
Jira, =]z a, (3-8)
E{xa,=E, Xa, (3-9)

Condiciones de frontera para el plano z=-h
J2ra,=]3xa, (3-10)

szaz=E3><az (3-11)
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Al aplicar la condicion de frontera (3-8), usando (3-5), (3-6), (2-7) y (2-5), evaluada en la coordenada
z = 0 se obtiene la siguiente igualdad:

0 0 je—al-z|
01 Jy @ A(@)J,(ap)da = o f a],(ap) (B(@) ~ C(a) + ) da 3-12)
De la ecuacion anterior se extrae la siguiente igualdad:
: o —al-z7|
o, Al@) = o, (B(a) —C@) + 5 — ) (3-13)

Al aplicar la condicion de frontera (3-9), usando las ecuaciones (3-5), (3-6) y (2-7), se obtiene otra

igualdad:
0 0 ie—al-z"|
Jy asi(@p) A@da = [ aJi(ap) (B(@) + C(@) +“—) da (3-14)
De la ecuacidn anterior se extrae otra relacion:
F—al-z7|
AlQ) = (B(a) +C@+ ) (3-15)

Al aplicar la condicién de frontera dada por (3-10), usando las ecuaciones (3-6), (3-7), (2-5) y (2-7):

0, f;oajo(ap) (B(a) e~ M _ ¢ (q) e M — M) da =

41O,

~03 [y aJo(ap) D(@)e* TMda (3-16)

De la ecuacién anterior se obtiene otra relacion:

i e—al-h-z’|

o, (B(a) e — c(a) e~ah -1 ) = —03 D(a) e™ %" (3-17)

41O,

Y al aplicar la Ultima condicién de frontera dada por (3-11) usando las ecuaciones (3-6), (3-7) vy (2-
7), evaluadaenz=-h:

f;oajl(ap) (B(a) e~ 4 c(a) e®-M 4 M) da = f;oajl(ap) D(a)e~*Mda (3-18)

41O,

De la ecuacion anterior se extrae la siguiente igualdad:

e—al—h—z‘l

B(a)e®" + C(a)e=*" +* =D(a) e~ (3-19)

4TO0;
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Del sistema formado por las cuatro ecuaciones dadas por (3-13), (3-15), (3-17) y (3-19) se obtienen
las funciones A(a), B(a), C(a)y D(a):

o - [E B
B(a) = e ) (3-21)
Cla) = (P + e ). (3-22)
D(a) = [47;2 + M’;;((ll_*r:l;l;z:hz S| lees + np e (3-23)
donde:
I = (352) (3-24)
n, = (£2) (3-25)

Al substituir las ecuaciones (3-20), (3-21), (3-22) vy (3-23) en (3-1), (3-3) y (3-4) , se obtienen los
potenciales escalares, para cualquier estrato, debido a la inyeccidn de corriente en un punto que
se encuentra en el segundo estrato; sin embargo, el problema que se presenta al hacer tal
substitucién es que para calcular el potencial se tiene que resolver una integral infinita que puede
ser dificil de resolver; para solventar esta dificultad, las funciones A(a), B(a), C(a) y D(a) son
convertidas en series infinitas usando la siguiente identidad:
1

—=1-x+x%—x3+x* (3-26)

1+x
Si el medio 1 se considera que es el aire, entonces el coeficiente de reflexién dado por (3-25) tiene

el valor de la unidad:
I,=1 (3-27)

Al usar (3-26) y (3-27) en la funcién A(a) dada por (3-20), se obtiene lo siguiente:

A(a) = L (E’iozo(récze—a(zkh—z')_|_F3(’2<+1)e—a(2 (k+1)h+z'))) (3-28)

2mo,

Y al substituir (3-28) en (3-1) y teniendo en cuenta (2-35) se obtiene el potencial para la primera
capa o estrato:
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Vi(p,2) = ( I + n/ )i (3-29)
18P, 2 2n 1 =0\/pZ+(z+2jh-z)2  [p*+(z+2(j+Dh+z)%)] o2

Al usar (3-26) y (3-27) en las funciones B(a) y C(a) dadas por (3-21) y (3-22) respectivamente se
obtienen:

B(a) = ﬁ(Zj‘;l(nge_a(zjh -z) 4 l'gze_a(zjh +Z))) (3-30)

C(a) = _(Z O(FBJZ a(- 2]h+z))+z 1(F312 a(-2jh - z))) (3-31)

Al substituir (3-30) y (3-31) en (3-2) y haciendo uso de (2-35) se obtiene el potencial para la segunda
capa o estrato:

I35 I35
Lj-o («/p2+(z+21h =l Jp2+(z—2jh+z‘)2) + i

1
Valp,2) = | o Y, - (3-32)
2= 1(Jp2+(z 2R | Jp2+(z+2jh+z')2)
Por ultimo, al usar (3-26) y (3-27) en (3-23) se obtiene la funcion D(a) como una serie:
D — i o T Jj I j+1 a(-2jh+z") a(-2jh-z") 3-33
(a) = =0 (32 + 132 )(e +e ) ( )

Al substituir la ecuacion anterior en (3-3) teniendo en cuenta (2-35), se obtiene el potencial para el
tercer estrato o capa:

I‘32j+1“32j+1 F32j+r32j+1 ) L
Vs(p,2) = [Z] =0 (\/P2+(Z 2jh+z")? * Vp?+(z=2jh-2z")%)] 02 1334

Al usar (2-26) en las ecuaciones (3-29), (3-32) y (3-34), se obtiene lo siguiente:

[ / I \]
|1 - J(x x)+(y y)+(z+2]h z°)2 |l
Vl(x;Y;Z,x;y;Z)zl_ j=0 ||_ (3_35)
|

2T oy

r G+
[ \ \/(x x4+ (y-y )+ @420+ Dtz )2/
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F3é +
J(x—x')2+(y—y')2+(z+2jh—zjz

+ -

o ) |
\/(x x) +(y- y) +(z-2jh+z” )2/ i
4

Vz(x,y,z,x',y',z') =|—

j
F32

—_/
N

l/\/(x—x')2+(y—y/)2+(z—2jh—z )2

Iy
J(x x) +(y- y) +(z+2jh+z")2 /

(3-36)

[ / I‘32j+1"32j+1 _I_\
\[(x -x") +(y—y')2+(z—2jh+z')2

I
V3(x,y,z,x,y,z )=|i23"0| (3-37)

i
4m oy

I3p) +I30 %1
l \ \/(xx)+(yy)+(22]hz)2/

Si se comparan las ecuaciones (3-35), (3-36) y (3-37) con las ecuaciones (1-2) y (1-5), nétese que
los términos que se encuentran dentro de los paréntesis y que acompafian a la corriente i, son las
funciones de Green que permiten calcular los potenciales en cualquier estrato, si se inyecta una
corriente puntual i por el segundo estrato. Si la corriente puntual i se inyecta por el tercer estrato,
entonces hay que deducir otras funciones de Green. A continuacién se presentan las ecuaciones
de Green extraidas de las ecuaciones (3-35), (3-36) y (3-37):

|
|
I
|
|

I5)
oo | T )
(x=x")"+(y-y') +(z+2jh-2")
fGreenif'(x,y,z,x,y,z ) = i e | (3-38)
32

+
\/(x—x/)2+(y—y’)2+(z+2(j+1)h+z‘)2/

Tsp
(e
| (x—x") +(y-vy ) +(z+2jh-2") | N

F32
\/(x x) +(y- y) +(z—2jh+z")2

fGreen3ft(x,y,z,x,y,z ) = — ;

1
41 I"
/ -\
\[(x x)+(y y)+(z 2jh—z")2 |

rs
\/(x x) +(y- y) +(z+2jh+z")2 /
(3-39)
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/ I3p) 413,741 +\
" | \/(x—x')2+(y—y')2+(z—2jh+z‘)2

i | (3-40)

+ I3p) +3,7 11
\ \/(X—X')2+(y—y')2+(Z—21'h—z‘)2/

La funcién de Green dada por (3-38) permite calcular el potencial en cualquier punto del aire
(primer estrato), la funcién dada por jError! No se encuentra el origen de la referencia. permite
calcular el potencial en la capa mas superficial del suelo (segundo estrato) y la ecuacién dada por
(3-40) permite calcular el potencial en la capa mas profunda del suelo (tercer estrato), para las tres
funciones de Green se considera que la inyeccion de corriente estd ocurriendo en la capa mas
superficial del suelo, que corresponde al segundo estrato.

C 1
fGreen3St((x,y,z,x,y,z ) = -

Las funciones de Green dadas con anterioridad permiten calcular el potencial en cualquier punto
del medio, si se tiene un electrodo cilindrico en el segundo estrato y que se encuentre drenando
una corriente a la tierra:

Para el primer estrato o el aire:
Vi(x,y,2) = iffGreenfSSt(x, V,2,%,y, z') i(x Y, z')dl' (3-41)
o2
Para el segundo estrato:
Vo (x,y,2) = iffGreen%E"s (x,y,2,x,y,2") i(x,y,z")dl (3-42)
02
Para el tercer estrato:
Vs(x,y,2) = iffGreen%%s‘f(x,y,z,x',y',z') i(x,y,z")dl (3-43)
02

donde la integral es de linea y que se realiza a lo largo o en la direccidn axial del electrodo v:

i(x',y', Z') Es la densidad de corriente que el electrodo drena a tierra (A/m).

-

dl Es un diferencial de longitud (m).

En el documento Sistemas de puesta a tierra. Parte 4. se presentan numerosos ejemplos de como
calcular la resistencia en electrodos cilindricos y como se puede obtener las curvas equipotenciales
en la superficie del suelo, usando las funciones de Green (3-38), iError! No se encuentra el origen
de la referencia. y (3-40), funciones que son adecuadas cuando se modela el suelo como un medio
formado por dos capas vy el electrodo que inyecta corriente se encuentra en la capa mas superficial
del suelo.
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4. Funcion de Green para calcular el potencial en un medio infinito
formado por tres estratos, teniendo como fuente una corriente en
un punto situado en el tercer estrato.

Az

i medio 1 (g1, o1)

frontera aire - tierra p
Y r bl
h medio 2 (&2, 02)
=
y
.-_‘L @ carga medio 3 (g3,03)
puntual g

Figura 4. Medio infinito formado por tres estratos y una carga puntual ubicada en el tercer estrato

La figura 4 muestra un medio infinito formado por tres capas o estratos, en el estrato 3 se encuentra
una carga puntual g, que tiene asociada una corriente que se inyecta en el medio 3 segun (2-31) y
dada por la siguiente relacién:

q=-=i (4-1)

Siguiendo el mismo procedimiento ya descrito para medios infinitos formados por tres estratos que

se explica en la seccion 3, la solucion para el potencial y para cada una de las capas es la siguiente:
Para la primera capa:
Vilp,2) = [, B'1(a) J,(ap) e™**da (4-2)
Para la segunda capa:
Va(p.2) = [, (A2(@) Jo(ap) €% + B'5(a) J,(ap) e™%?) da (4-3)

Y para la tercera capa donde se encuentra la corriente puntual i:

Vs(p, z) = fOOOA'g (a) Jo(ap) e* da + — J;(\;Cp'i'(zzzz,)z (4-4)
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Al usar (2-35) en (4-4), el potencial en la tercera capa queda de esta forma:

V(p,2) = [ Jo(ap) |A3(@e + —e~~*l| da (4-5)

Las funciones B’;(a), B';(a), A", (a) y A 3(a) se obtienen al aplicar las condiciones de fronteras
dadas por (3-8), (3-9), (3-10) y (3-11).

Pero antes de aplicar las condiciones de frontera, es necesario calcular el gradiente del potencial
de las ecuaciones (4-2), (4-3) y (4-4) usando (2-42):

vV, = — f0°°a B’y Ji(ap) e"**da a, — foooa B’y J,(ap) e % da a, (4-6)
vV, = — foooajl(ap) (A2e¥”+Bye™*)daa,+
+J; aJo(ap) (4; e** = B, e™*) daa, (4-7)

vV =—["aj(ap) (A'3 e?” +ﬁ3 e~ alz=7 ) daa,+ -

oY) ; az b sign(z—z") e~®z-2'|
vt fy a Jo(ap) (A ;€ o, )da a, (4-8)
Al aplicar la condicién de frontera dada por (3-9)(4-6) usando (4-6) (4-7) evaluada en z = 0,
se obtiene una primera relacién:
B’1(a) = B';(a) + A"z(a) (4-9)

Al aplicar la condicién de frontera dada por (3-11) usando (4-7) y (4-8) , evaluada en z = -h se
obtiene otra relacion:

i o—a(-h-2z")
Ay(a) e + B, (a) e = |A'3(a) e™* + leT (4-10)
3

Al aplicar la condicién de frontera (3-8) usando(4-6) (4-7), evaluada en z=0, se obtiene una

tercera relacién, a sabiendas que o7 = 0 porque la primera capa o estrato es el aire:
A’3(a) = B'3(a) (4-11)
Por ultimo, al aplicar la condicion de frontera (3-10) usando (4-7) y (4-8), en z = -h se obtiene

una Ultima relacion:
. . , je~a(-h-2")
02 (45(@) e = B3 (@) e™) = 05 (A5(@) e = ) (4-12)
3
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Con (4-9), (4-10), (4-11) y (4-12) se obtiene un sistema de ecuaciones de donde se obtienen las
funciones B’y, B’5, A", y A’5:

. 2 9% ,
A 2~ 47T(0'2+0'3) (['23 e_zah‘l'l) L (4-13)

az’ a(2h+z")
A,3 _ e +[’23€ . (4_14)

- 41 U3(F23 e_zah"l‘l) L

, 497 ,
B 1= 41T (0'2+O'3) (F23e_2ah+1) L (4_15)
;o 2097 ,
2= 47T(0'2+0'3) (F23e_2ah+1) L (4_16)
donde:
_ 03702 -
Iy = 222 (#-17)

El coeficiente de reflexion I3 dado por la ecuacion anterior es diferente al coeficiente de reflexion
I3, definido por la ecuacion (3-24):

I3 = —I3; (4-18)

Las funciones B'1(a), B'2(a), A*z(a) y A's(a), dadas por (4-13), (4-14), (4-15) y (4-16) respectivamente,
se substituyen en las ecuaciones (4-2), (4-3) vy (4-5) para obtener los potenciales en cada estrato:

Potencial en el primer estrato:

o0 e—a(z-2") i
Vio,2) = (5 Iy e e 40 ) o (19

41 70 (1+I"23 e_zah’) (0'2+O'3)

Al hacer uso de la serie dada por (3-26) y al aplicar la relacién dada por (2-35), el potencial en el
primer estrato viene dado por la siguiente expresion:

_ (o -1/ T} ) : ]
Vilp,2) = ( j=07T\/P2+(2jh+Z—Z')2 (o2+03) (4-20)
Para el segundo estrato:
_ (1 oe™p(ap)(eFte”® ) i i
Valo,2) = (2 T fo (1+z3e-2ah) d a) (02+03) (4-21)

Al emplear (2-35) y (3-26) en la ecuacién anterior:
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V(02 = [E5, “”23( - —— | (4-22)

2T \/p2+(z+z —2jh)? \/p2+(z—z’+2jh)2 (o2+03)

Para el tercer estrato:

_ (1 (©Jolap)(e® +Tp3e@Cht)) e 1 i
Vs(p,2) = (4n Iy = dat o) = (4-23)

Al usar (2-35) y (3-26) en la ecuacion anterior:

(-1J rl, + (-1, i

1 1 o L _
Valp,2) = E[\/PZWL(Z—Z')Z T 2j=0 («//)2+(Z+Z‘—2jh)2 Jp2+(2+z‘+(1—j)2h)2) 03 (4-24)

Al usar(2-27) en las ecuaciones (4-20), (4-22) y (4-24):

N (-0 rJ, ) i ]
Vl(x;y; zZ, X 1y ;Z) - (Zj:on\/(x—x‘)2+(y—y‘)2+(2jh+z—z’)2 (0_2+0_3) (4 25)
v e D r2j3( 1
Va(nyz,xyiz) = [Ej:o 2n \Ja—x)2+(-y)2+(z+z-2jh)?
1 2
* Vox—x)2+(-y )2+ (z—2 ‘+21h)2)] (92+03) (4-26)
1 n _
Vax-x)24+(y-y )2 +(z-2)?
v N1 /1), VE
3(x,y, zZ, X ,y ) Z ) - E o \/(x—x‘)2+(y—y‘)2+(z+z‘—2jh)2 0__3 (4‘27)
Jj=0 (_1)] szg-l
Jo=x)2+(y—y )2+ (z+z +(1—j)2h)2

De las ecuaciones (4-25), (4-26) y (4-27), se extraen las funciones de Green, para el caso de un

medio formado por tres estratos y la inyeccidn de corriente se efectla por el tercer estrato:

3est ) — (= 1)] r2J3 ) B
fGreeni$* (x,y,z,x°,y,2z") —( TSy PG (4-28)
3est — ( 1)] r2J3
fGreen23 (x Y,2,x,y2 ) [21 OZE(J(x x)2+(y— y)2+(z+z —2jh)? +
i)
V=x)2+(y-y)2+(z—z +2jh)? (4-29)
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[ 1 4 ]
Ja=x )2+ @-y )2+(z-2")?
3es N | (-1 F213
fGreenss® (x,y,zx%y’z") = an + Y Ve=x)2+(y-y )2 +(z+2z =2jh)? *
=0 0/
+
| Jx=x)2+@-y )2 +(z+z +(1—j)2h)2

(4-30)

Las funciones de Green dadas con anterioridad permiten calcular el potencial en cualquier punto
del medio, si se tiene un electrodo cilindrico en el tercer estrato y que se encuentre drenando una
corriente a la tierra:

Para el primer estrato o el aire:

— 1 3est " oY (v A AT _
Vilx,y,z) = (02+03)ffGreen13 (x,y,z,x,y,z ) L(x,y,z )dl (4-31)
Para el segundo estrato:
Vy(x,y,2z) = 1 ffGreen%ﬁSt(x,y,Z,x',y',z') i(x',y',zr)dl' (4-32)
(o2+03)
Para el tercer estrato:
Vs(x,y,2) = iffGreeng?‘;’s‘f(x,y,z,x’,y',z') i(x,y,z")dl (4-33)
03

donde la integrales son todas de linea y que se realiza a lo largo o en la direccién axial del electrodo
y:

i(x',y', Z') Es la densidad de corriente que el electrodo drena a tierra (A/m).

-

dl Es un diferencial de longitud (m).

En el documento Sistemas de puesta a tierra. Parte 4. se presentan numerosos ejemplos de cémo
calcular la resistencia en electrodos cilindricos y como se puede obtener las curvas equipotenciales
en la superficie del suelo, usando las funciones de Green (4-28), (4-29) y (4-30), funciones que son
adecuadas cuando se modela el suelo como un medio formado por dos capas y el electrodo que
inyecta corriente se encuentra en la capa mas profunda del suelo.
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