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Restimen

Se presenta una descripcion de la integral de Lebesgue desde la teoria de categorias. En
particular, se caracteriza el espacio L'[0, 1] con una sencilla propiedad universal, evitando los
pasos de la construccion clésica de la integral de Lebesgue, y utilizando solamente nociones
basicas de espacios de Banach. En particular, se obtiene de manera natural la existencia de

la integral de Lebesgue sobre el espacio L'[0, 1].

Palabras claves: integral de Lebesgue, espacio de Banach, L'[0,1], teoria de categorias,

objeto inicial.



Introduccion

La teoria de categorias es una rama de las matematicas que permite, a pesar de ser
considerada a veces como un “sin sentido abstracto”, mirar desde el punto de vista de una
ave patrones entre distintas estructuras matematicas, que desde la perspectiva del suelo raso
serian imposible identificar. El origen de esta teoria se remonta a los trabajos algebraicos de
Emmy Noether, quien consideré que el estudio de las estructuras matemaéticas debe pasar por
comprender las funciones o procesos que preservan estas estructuras. Poco después, Samuel
Eilenberg y Saunders Mac Lane (este ultimo estudiante de Noether) formalizan las nociones
de categoria, funtor y transformaciéon natural entre 1942 y 1945. Desde entonces, la teoria
de categorias se ha utilizado tanto en la fundacion axiomatica de las mateméticas, como en
aplicaciones précticas concernientes a los lenguajes de programacion, bioinformatica, teoria
de juegos, entre otros.

De manera informal, una categoria consta simplemente de una clase de objetos, junto
con una clase de flechas entre los objetos, satisfaciendo ciertos axiomas. Los objetos de
una categoria pueden ser conjuntos, estructuras matemaéticas (espacios vectoriales, espacios
de Banach, grupos, etc), nameros, pares de elementos, n-tuplas, sistemas de ecuaciones o
cualquier entidad en la cual se esté interesado en trabajar. Las flechas entre objetos describen
la relacion entre los objetos, y aunque el ejemplo prototipo de flecha sean las funciones, una
flecha podria ser una relaciéon conjuntista, una matriz, un conjunto, etc. Existe, por ejemplo,
la categoria Vect, cuyos objetos son los espacios vectoriales, y las flechas entre objetos son
transformaciones lineales; Ban es la categoria formada por los espacios de Banach, y las
flechas son morfismos entre espacios de Banach (funciones lineales ¢ : X — Y tales que
[l (x)]| < ||z||, para todo x € X); Set es la categoria de los conjuntos y funciones; Set™ es

la categoria de conjuntos y funciones biyectivas; Matgr es la categoria cuyos objetos son los



INTRODUCCION

numeros naturales, y para cada par de objetos m y n, el conjunto de flechas entre m y n es
el conjunto de matrices Mat,, « ,,(R).

La integral de Lebesgue es una herramienta esencial del analisis moderno. A pesar de
ello, su descripcion suele no ser directa, y su definiciéon depende de una serie de pasos pre-
liminares. Primero se introducen las nociones de conjunto de medida 0 y de sucesién de
funciones convergentes casi siempre; se define la integral para funciones simples, se extiende
sucesivamente esta nocion a toda funcion a valores positivos y por tltimo a toda funcion
medible.

Durante el congreso "83rd Peripatetic Seminar on Sheaves and Logic", dado en Glasgow,
Escocia, en 2006, Tom Leinster presenta una descripcion de la integral de Lebesgue desde
la teoria de categorfas, en donde se caracteriza el espacio L'[0, 1] con una sencilla propiedad
universal, evitando los pasos de la construcciéon clésica de la integral de Lebesgue, y utili-
zando solamente nociones basicas de espacios de Banach. La caracterizacion de Leinster es
la siguiente:

Sea C la categoria formada por tripletas (X, u, &), donde:

e X es un espacio de Banach;

e u es un elemento de X, de norma inferior o igual a 1;

e £: X B X — X esun morfismo de espacios de Banach, tal que &(u,u) = u.

El objeto inicial de la categoria C es (L'[0,1],7,1), donde 1 es la funcion constantemente
wgual a 1 y v es la funcion definida como
F(2t) si0<t<1/2

(v(f,9)(t) ==
g2t—1) sil/2<t<1

Un objeto inicial en una categoria es un objeto del cual sale una tnica flecha a cada
objeto de la categoria. No toda categoria posee objeto inicial, pero cuando existe, este es
tinico (salvo isomorfismo). Asi, el espacio L'[0,1] estd completamente determinado por la

categoria C (junto con las funciones ¢ y 1). A partir de este resultado, las herramientas de
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la teoria de categorias permite deducir de manera muy sencilla el siguiente enunciado ya

conocido, pero que caracteriza completamente a la integral de Lebesgue:

La integral de Lebesgue
1
/ (L0,1] = R
0

es el unico funcional lineal acotado que satisface las siguientes propiedades:

(1) /Olf(x)dx:%(/;f(;)dx—k/olf(x;l)dx);

2) /Olmz 1.

Finalmente, la caracterizacion del espacio L'[0,1] desde el punto de vista categorico
permite luego definir la integral sobre cualquier espacio medible. El proposito de este trabajo
es el de comprender las herramientas bésicas de la teoria de categorias y de teoria de la medida

para estudiar los resultados de Leinster dados en [13], [14] y [15].



Capitulo 1

Teoria de categorias

1.1 Categorias

La nociones de categoria, funtor y transformaciéon natural fueron formalizadas entre 1942
y 1945 por Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane ([2],[3],[4]), en sus trabajos sobre topologia
algebraica.

Para definir lo que es una categoria usaremos la nocién de clase.Una clase es una familia de
conjuntos, o bien una colecciéon de objetos mateméticos que no necesariamente son conjunto.
El concepto de clase aparece al intentar «agrupar» todos los conjuntos (u objetos) que
comparten una cierta propiedad. Una clase esta determinada por una propiedad expresada
a través de una formula ¢(x) que nos permite escribir a una clase como una expresion de
la forma {z : ¢(x)}. Los conjuntos son clases capaces de ser, ellas mismas, objetos de otras
clases, mientras que las clases incapaces de ser objetos de otras clases no son conjuntos y

son llamadas clases propias.
Definicion 1.1.1. Una categoria C consiste de:
e una clase Obj(C) de elementos, llamados objetos de C,

e una clase Hom(C) de elementos, llamados flechas de C (también llamados morfismos o
aplicaciones de C). Cada flecha tiene asignada un par de objetos, uno llamado la fuente

(o dominio) y el otro el destino (o codominio) de la flecha. La notacion f : A — B
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significa que f es una flecha con fuente A y destino B. La clase de todas las flechas

desde A a B es denotada por Home(A, B). Asi se tiene que

Hom(C) = U Home(A, B),
A,BEOY;(C)

e una flecha identidad 14 : A —> A para cada objeto A de la categoria,

e una operacion binaria o : Home(B,C) x Home(A, B) — Home (A, C') asociativa,
para cada terna de objetos A, B,C € Obj(C), llamada composicion de flechas. Si
f:A— Byg: B — (C son dos flechas, entonces go f : A — C' es la flecha
composicion de fy g. Para f: A— B, g: B— C y h:C — D se cumple
que:

ho(gof)=(hog)of y foly=1lgof=Ff

Observacion 1.1.2. Si A es un objeto y f es una flecha de una categoria C se suele escribir

AcCenvezde Ac Obj(C)y feCenvezde f e Hm(C).
Ejemplos 1.1.3.
1. La categoria Set que tiene a los conjuntos como objetos y a las funciones como flechas.

2. La categoria Vect que tiene a los espacios vectoriales como objetos y a las transforma-

ciones lineales como flechas.

3. La categoria Top que tiene a los espacios topologicos como objetos y a las funciones

continuas como flechas.

4. La categoria Mon que tiene a los monoides como objetos y a los homomorfismos de

monoides como flechas.

5. La categoria Grp que tiene a los grupos como objetos y a los homomorfismos de grupos

como flechas.

6. La categoria Ring que tiene a los anillos con unidad como objetos y a los homomorfismos

de anillos que respetan la unidad como flechas.
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7. La categoria Field que tiene a los cuerpos como objetos y a los homomorfismos de cuerpos

10.

11.

12.

13.

como flechas.

. La categoria Meas que tiene a los espacios medibles como objetos y a las funciones

medibles como flechas.

. La categoria Met. que tiene a los espacios métricos como objetos y a las funciones con-

tinuas como flechas.

Estos ejemplos que hemos visto son de categorias que tienen como objetos a conjuntos
con una cierta estructura adicional y las flechas son funciones que respetan esa estructura.
Veamos ahora ejemplos en los cuales los objetos no son necesariamente conjuntos con una

estructura adicional, y donde las flechas no suelen ser funciones.

La categorfa Matg que tiene a los ntimeros enteros positivos como objetos y las flechas
entre dos enteros m y n son las matrices n X m con entradas reales, la flecha identidad
1, : n —> n es la matriz identidad n x n y para A : n — s, B : m — n se define

Ao B:= AB, donde AB denota el producto de matrices.

Para un conjunto parcialmente ordenado (P, <), se define la categoria C(P, <) que tiene
como objetos a los elementos de P y como flechas a los pares (z,y) € P x P tales que
x < y. La reflexividad y transitividad de < nos aseguran que, para todo = € P, existe

una flecha identidad dada por el par (z,x) y una composicion de flechas definida como
(Y, 2) o (z,y) = (z,2).

Para un monoide M definimos la categoria BM que tiene un solo objeto y las flechas son
los elementos de M. La flecha identidad del tinico objeto de BM es el elemento neutro

de M y la composicion de flechas es el producto de M.

Una categoria es discreta si las inicas flechas que tiene son las flechas identidades. Todo
conjunto C puede ser considerado como una categoria discreta que tiene como objeto a

los elementos de C y como flechas tnicamente a las flechas identidades.

Definicién 1.1.4. Una categoria C es pequena si Hom(C) es un conjunto.
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Observacion 1.1.5. Si C es pequena, entonces la clase Obj(C) también es un conjunto, ya

que los objetos se corresponden uno a uno con las flechas identidades.

Definicién 1.1.6. Una categoria C es localmente pequena si para cualquier par de objetos

A, B € C se cumple que Home(A, B) es un conjunto.

Definicion 1.1.7. Una categoria B es una subcategoria de una categoria A si se cumple que:
1. Obj(B) C Obj(A),

2. para todo A, B € Obj(B), Homp(A, B) C Hom (A, B),

3. si C € Obj(B), entonces 18 = 17,

4. si f € Homg(A,B) y g € Homp(B, (), entonces gogf = goaf.

Para denotar que B es una subcategoria de A se escribe B C A.
Una subcategoria B C A es plena si ocurre que Homg(A, B) = Homy(A, B) para todo
A, B € Obj(B).

Tipos de flechas y tipos de objetos en una categoria

Dentro de una categoria existen flechas y objetos que cumplen ciertas propiedades y por

lo tanto reciben un nombre especial.
Definiciéon 1.1.8. Dada una categoria C y objetos A, B € C, se dice que:

1. una flecha f : A — B es un monomorfismo si para todo objeto X € Obj(C) y flechas

g,h: X — A, se tiene que f og = foh implica que g = h;

2. una flecha f : A — B es un epimorfismo si para todo objeto X € Obj(C) y flechas
g,h: B — X, se tiene que go f = ho f implica que g = h;

3. una flecha f : A — B es un isomorfismo si existe una flecha ¢ : B — A tal que
fog=1gygof =14 Alaflecha g se le llama inversa de f y se escribe g = f~!. Los
objetos A y B son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos y en tal caso se escribe

A= B;
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4. una flecha f en C es un endomorfismo si su objeto fuente es igual a su objeto destino;
5. una flecha f en C es un automorfismo si es isomorfismo y endomorfismo.

Definicién 1.1.9. Dada una categoria C y un objeto A € Obj(C), se dice que:

1. A es un objeto inicial si para cada X € Obj(C) existe una tnica flecha f: A — X;
2. A es un objeto terminal si para cada X € Obj(C) existe una tnica flecha f : X — A;
3. A es un objeto cero si es inicial y terminal.

El siguiente resultado garantiza la unicidad, salvo isomorfismo, de objetos iniciales y

terminales (cuando estos existen).

Proposicion 1.1.10. Sea C una categoria. Si X y X' son objetos iniciales o terminales de C
entonces existe un unico isomorfismo X Ly X' Es decir, los objetos iniciales y terminales

de una categoria son unicos salvo isomorfismo.

Demostracion.
Sean X y X’ objetos iniciales o terminales de C, entonces los siguientes conjuntos solo tienen

una unica flecha:
o Home(X,X)={lx}
o Home(X,X') = {f}
o Home(X', X) = {g}
e Home(X', X' ={1x}.

Basta ver que la flecha X L5 X' es un isomorfismo. Como go f € Home(X, X) entonces
gof =1lx ycomo fog € Home(X',X') entonces fog = 1y, por lo tanto f es un

isomorfismo. O

Ejemplos 1.1.11.
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1. En la categoria Set los monomorfismos son las funciones inyectivas, los epimorfismos
son las funciones sobreyectivas y los isomorfismos son las funciones biyectivas. Hay un
tnico objeto inicial que es el conjunto vacio () y los objectos terminales son los conjuntos

unitarios {z}.

2. En la categoria Top los monomorfismos son las funciones continuas inyectivas, los epi-
morfismos son las funciones continuas sobreyectivas y los isomorfismos son los homeomor-
fismos. El espacio topologico vacio es el tinico objeto inicial y los espacios topologico de

un solo punto son los objetos terminales.

3. En la categoria Grp los monomorfismos son los homomorfismos de grupos inyectivos, los
epimorfismos son los homomorfismos de grupos sobreyectivos y los isomorfismos son los
homomorfismos de grupos biyectivos. Los objetos iniciales y terminales son los grupos

triviales que solo tiene un elemento.

4. En la categoria Ring los monomorfismos son los homomorfismos de anillos inyectivos, los
epimorfismos son los homomorfismos de anillos sobreyectivos y los isomorfismos son los
homomorfismos de anillos biyectivos. El anillo Z es un objeto inicial y los anillos triviales

que solo tienen un elemento son objetos terminales

5. En la categoria C(P, <) todas las flechas son monomorfismos y epimorfismos, los isomor-
fismos son las flechas identidades. Si P tiene un elemento minimal ese es el objeto inicial

y si tiene un elemento maximal ese es el objeto terminal.

Construccién de nuevas categorias

Veamos dos maneras de construir categorias nuevas a partir de categorias dadas.

I. Toda categoria C tiene una categoria opuesta o dual C°P, tal que Obj(C?) := Obj(C)
y, para cada A, B € Obj(C), Homeor (A, B) := Home (B, A). Las flechas identidades en
C son las mismas que en C y la composicion de flechas en C esta definida igual que

en C pero con los argumentos invertidos, es decir que f o,, g := go f.

I1. Dadas dos categorias A y B, se define la categoria producto A x B, donde:

10
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(a) Obj(A x B) := Obj(A) x Obj(B),
(b) Homyxs((A, B), (A, B")) := Hom (A, A’) x Homg(B, B),
(c) la flecha identidad de un objeto (A, B) en A x B esta dada por 14y := (14, 15),

(d) la composicion de flechas en A x B se define coordenada a coordenada, es decir

(f',9) o (f,9) = ("o f.d o).

1.2 Funtores

Las categorias pueden ser consideradas en si mismas como objetos matematicos, lo cual

nos permite considerar una nociéon de morfismos entre categorias.
Definicion 1.2.1. Sean C y D categorfas. Un funtor' F': C — D es una aplicacion que:
e a cada objeto A en C le asocia un objeto F'(A) en D,

e a cada flecha f : A — B en C le asocia una flecha F(f) : F(A) — F(B) en D tal

que las siguientes condiciones se cumplen:

o F(14) = 1p(a) para cada objeto A en C.

o F(go f) = F(g)o F(f) para todas las flechas f: A — By g: B— C enC.
Es decir, los funtores preservan las flechas identidades y la composicion de flechas.

Ejemplos 1.2.2.

1. Para cualquier categoria C hay un funtor I : C — C, llamado el funtor identidad, el cual

a cada objeto A en C le asocia el objeto A, y a cada flecha f en C le asocia f.

2. El funtor olvidadizo U : Grp — Set es el funtor que se define asociandole a cada grupo
(G, +) su conjunto subyacente, es decir U((G,+)) := G, y a cada homomorfismo de grupo
f:(Gy,+1) — (G2, +2) su funcion subyacente, es decir U(f) : G; — Go.

ITambién se le llama funtor covariante.

11
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3. En general dada una categoria C que tenga como objetos a conjuntos con alguna estructura
y como flechas a funciones que respectan esa estructura, como por ejemplo las categorias
Grp, Vect, Ring o Top, se puede definir un funtor olvidadizo U : C — Set, el cual le

asocia a cada objeto su conjunto subyacente y a cada flecha su funciéon subyacente.

4. Dados dos monoides M y N, un funtor ¥ : BM — BM es un homomorfismo de

monoides entre M y N.

5. Dados dos conjuntos parcialmente ordenados P y Q, un funtor F : (P, <) — (Q, <) es

una funcion monotona no decreciente.

Definicion 1.2.3. Sean C y D categorias. Un funtor contravariante F entre C y D es un
funtor F' : C? — D (o equivalentemente, un funtor F' : C — D). Explicitamente un

funtor contravariante F': C — D es una aplicacion que:
e a cada objeto A en C le asocia un objeto F'(A) en D,

e a cada flecha f: A — B en C le asocia una flecha F(f) : F(B) — F(A) en D tal

que las siguientes condiciones se cumplen:

o F(14) = 1p(a) para cada objeto A en C.

o F(go f)=F(f)o F(g) para todas las flechas f: A— By g: B— C enC.
Es decir, los funtores contravariantes revierten la direcciéon de la composicion.
Ejemplo 1.2.4.

Para un cuerpo K tenemos la categoria Vectyg de todos los espacios vectoriales sobre K

y las transformaciones lineales entre ellos. Se define un funtor contravariante
(=) := Hom(—,K) : Vecty’ — Vectx
de la siguiente manera:
(a) a cada espacio vectorial V' se le asocia su espacio vectorial dual V*, es decir
Hom(V,K) = V* := {funciones lineales V — K},

12
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(b) a cada transformacion lineal f : V — W se le asocia la transformacion lineal f*

definida como

f*: Hom(W, K) — Hom(V,K)
q—>qo f.

Definicion 1.2.5. Dadas las categorias A, B, C y los funtores FF : A — By G: B —C,

se define el funtor composicion como el funtor GF : A — C tal que:
e si A € Obj(A), entonces GF(A) := G(F(A)),
e si f € Hom(A), entonces GF(f) := G(F(f)).

Nota 1.2.6. Existe una categoria llamada la categoria de categorias que tiene como objetos
a todas las categorias pequenas y como flechas a los funtores. Esta categoria se denota como

Cat.
Definiciéon 1.2.7. Dadas las categoria C y D se tiene que:
1. un funtor F': C — D es fiel si para cada par de objetos A, B € C, la funcion
Home(A, B) — Homp(F(A), F(B))
fr—= F(f)
es inyectiva;
2. un funtor F': C — D es pleno si para cada par de objetos A, B € C, la funcién
Home(A, B) — Homp(F(A), F(B))
fr—=F(f)
es sobreyectiva;
3. un funtor F': C — D es plenamente fiel si es fiel y pleno;

4. Un funtor F' : C — D es esencialmente sobreyectivo en objetos si para todo objeto

B € D, existe un objeto A € C tal que F(A) = B.

13
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Proposicion 1.2.8. Todo funtor preserva isomorfismos, es decir si ' : C — D es un funtor
y f: A—> B es un isomorfismo en C, entonces F(f): F(A) — F(B) es un isomorfismo

en D y se tiene que (F(f))™' = F(f™).

Demostracion.
Consideremos un funtor ' : C — D y un isomorfismo f : A — B en C con inversa

f~': B — A. Aplicando los dos axiomas de functorialidad se tiene que:
F(f") o F(f)=F(f o f)=F(la) = lp).
F(f)oF(f™)=F(fof™)=F(lp) = lrw).
Asi F(f) : F(A) —> F(B) es un isomorfismo y (F(f))~! = F(f~1). O

Definicion 1.2.9. Un funtor F': C — D es un isomorfismo de categorias si existe un funtor
G :D — Ctal que GF = 1¢ y FG = 1p. Cuando existe un isomorfismo de categorias

F :C — D se dice que C y D son isomorfas, y se escribe C = D.

Definicion 1.2.10. Sean A, B y C categorias. Un bifuntor es un funtor que tiene como

dominio a una categoria producto, es decir un funtor de la forma F': A x B — C.

1.3 Transformaciones naturales

Ya hemos visto como se relacionan los objetos de una categoria a través de las flechas y
como se relacionan las categorias a través de los funtores. Ahora estudiaremos una nocion
de morfismos entre funtores que nos va a permitir comprender como se relacionan funtores

que tienen el mismo dominio y el mismo codominio.

F
Definicion 1.3.1. Sean dos categorias C y Dy dos funtores C —= D . Una transformacion
G
natural o : F = G es una aplicacion que a cada objeto A en C le asocia una flecha

ay: F(A) — G(A) en D, tal que para cada flecha f: A — B en C el siguiente diagrama

14
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es conmutativo:

ap ap

Es decir,
ap o F(f) = G(f) O Qy.

Las flechas a4 son llamadas las componentes de 'y se escribe a = (c4) aec. También se usa
F
«

la notacion C D para denotar a una transformacién natural « entre los funtores

/_P
el
FyG.

Ejemplos 1.3.2.

1. Definimos un funtor (—)* : Vectyx — Vecty de la siguiente manera:

e a cada espacio vectorial V se le asocia su espacio vectorial doble dual V**, es decir
(=)™ (V) = V** := {funciones lineales V* — K},

e a cada transformacion lineal f : V — W se le asocia la transformacion lineal f**

definida como

h+—— ho f*.

Existe una transformacion natural j : Ivect, = (—)** que tiene como componentes a las
flechas jy, : V. — V** tales que j,, (v) = ev,, donde ev, : V* — K es una transformacion

lineal definida como ev,(f) = f(v).

Para comprobar que j = (ji)veveety €8 una transformacion natural basta con verificar
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que para toda transformacion lineal T': V' — W el siguiente diagrama es conmutativo:

v— T W

Jv Jw
V** W**
T**
SiveVyfe W entonces, recorriendo el diagrama en sentido horario y evaluando

ocurre que:

iw(T)(f) = evrw (f) = f(T(v)). (1.1)
Recorriendo el diagrama en el otro sentido y evaluando ocurre que:
T (v ()(f) = T (evy)(f) = (evo o T7)(f) = evy(f o T) = f(T'(v)).  (1.2)

Las igualdades (1.1) y (1.2) para todo v € V' nos comprueba que j es una transformacion

natural.
2. Se define el funtor potencia P : Set — Set de la siguiente manera:

e a un conjunto X se le asocia su conjunto potencia?, es decir
P(X) = {A|AC X},
e a cada funcion f: X — Y se le asocia la funcion f definida como
f:P(X)— P(Y)
Ar— f(A).3

Hay una transformacion natural « : Ises = P que tiene como componentes a las flechas
ay : X — P(X) tales que ax(z) = {z}.

Para probar que a = (ax ) xeset €s una transformacion natural se tiene que verificar que

2El conjunto potencia también se denomina conjunto de las partes.
3f(A) es la imagen directa del conjunto A a través de f, definida como f(A) = {f(a) | a € A}.
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para toda funcién f : X — Y el siguiente diagrama es conmutativo:

!

)‘( Y
P(X)ﬁP(Y)

En efecto si x € X, entonces, recorriendo el diagrama en sentido horario ocurre que:

ay (f(z)) = {f(2)}. (1.3)

Recorriendo el diagrama en el otro sentido ocurre que:

flax(x)) = f({z}) = f({z}) = {f(2)}. (1.4)

Las igualdades (1.3) y (1.4) para todo z € X nos comprueba que « es una transformacion

natural.

3. Para cada funtor F' : A — B se tiene la transformaciéon natural identidad idp : F' =— F

la cual tiene como componentes a las fechas (idp)a = 1p(a).

4. En este ejemplo vamos a ver como el determinante de una matriz n x n puede ser usado

para definir una transformacién natural.

Consideremos la categoria CRing que tiene a los anillos conmutativos con unidad como

objetos y a los homomorfismos de anillos que respetan la unidad como flechas.

Sea M, : CRing — Mon el funtor que a cada anillo conmutativo R le asocia el monoide
formado por las matrices n x n con entradas en R y la multiplicacién de matrices, y
a un homomorfismo de anillos f : R — S le asocia el homomorfismo de monoides

M, (f) : M (R) — M,(S) definido como M, (f)((ai;)) = (f(aij))-

Sea U : CRing — Mon el funtor que a cada anillo conmutativo R le asocia el monoide
formado por el conjunto de elementos del anillo y su multiplicacion, y a un homomorfismo
de anillos f : R — S le asocia el homomorfismo de monoides U(f) : U(R) — U(S)
definido como U(f)(r) := f(r) para todo r € U(R).
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1.3. TRANSFORMACIONES NATURALES

Entonces se puede definir una transformacion natural

Mn
—
CRing | det Mon ,
\_/
U

la cual tiene como fechas componentes a las funciones determinantes

dety : M, (R) — U(R).

Como las transformaciones naturales son un cierto tipo de aplicaciones, es posible definir

una composicién entre transformaciones naturales.

Definiciéon 1.3.3. Sean F, GG, H funtores y «, 3 transformaciones naturales tales que:

F

TR

——B.

N

H

A

La transformacion natural

F

llamada la composicion de o y 3, se define como (5o a)4 := B4 0 ay para todo A € A.

Nota 1.3.4. Para todo par de categorias A y B, existe una categoria que es llamada la
categoria de funtores que tiene como objetos a los funtores F' : A — B y como flechas a las

transformaciones naturales entre estos funtores. Esta categoria se denota como [A, B] o BA.

Definicion 1.3.5. Sean F : A — B, G : A — B funtores. Un isomorfismo natural entre
los funtores F' y GG es una transformacion natural « : F' = G que es un isomorfismo en la
categoria [A, B]. Si existe un isomorfismo natural entre los funtores F' y G se dice que son

naturalmente isomorfos y se escribe F = G.

Lema 1.3.6. Si o : F' — G es una transformacion natural, entonces a es un isomorfismo

natural si y solo si sus flechas componentes ay : F(A) — G(A) son isomorfismo para todo

Ae A.
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F
Definicion 1.3.7. Dados los funtores A—= B, se dice que F(A) = G(A) naturalmente
a

en A si F'y G son naturalmente isomorfos.

Definicion 1.3.8. Una equivalencia entre categorias A y B consiste de un par de funtores
F

AZ—— B junto con isomorfismos naturales n : 4, — GF, ¢ : FG — Ig. A los funtores F’
a

y G se les llama equivalencias. Si existe una equivalencia entre las categorias A y B se dice

que son equivalentes y se escribe A ~ B.

Proposicion 1.3.9. Un funtor es una equivalencia si y solo si es fiel, pleno y esencialmente

sobreyectivo en objetos.

1.4 Funtores representables y funtores adjuntos

En la teoria de categorias es muy importantes el estudio de los funtores representables y
los funtores adjuntos, ya que estos son dos tipos de funtores a través de los cuales podemos
estudiar la nociéon de propiedad universal. En esta secciéon vamos a ver las definiciones,

algunos ejemplos y propiedades de estos funtores.

Representables

Definicion 1.4.1. Sea A una categoria localmente pequena. Para cada A € A se define un

funtor,

H* := Hom(A,—) : A — Set
de la siguiente manera:
e para un objeto B € A se tiene que HA(B) := Hom (A, B);
e para una fecha B -2+ B’ en A se tiene que
HA(g) :== Homa(A, g) : Hom (A, B) — Hom (A, B')

p——>gop

para todo p: A — B.
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Definicion 1.4.2. Sea A una categoria localmente pequena. Un funtor F' : A — Set es
representable si es naturalmente isomorfo a un funtor H*, es decir F = H4 para algin
objeto A € A. Una representacion de F es un par (A, ¢ : F = H*) tal que A € Obj(A) y

¢ : F = H* es un isomorfismo natural.
Observacion 1.4.3. Todo funtor representable tiene como codominio a la categoria Set.

Ejemplos 1.4.4.

1. Consideremos al funtor H' : Set — Set, donde 1 es un conjunto con un solo elemento.
Para cualquier conjunto A una funciéon f : 1 — A es equivalente a un elemento de
A, por lo tanto se tiene que H'(A) = A, y entonces podemos definir un isomorfismo
natural ¢ : Iset = H'. Asi el funtor identidad Ige; : Set — Set es representable, y su

representacion es el par (1, ¢ : Ises = H').

2. Consideremos al funtor H% : Grp — Set, donde Z es el grupo de los ntimeros enteros.
Si U : Grp — Set es el funtor olvidadizo se tiene que para cualquier grupo G hay
un isomorfismo HZ(G) = U(G), por lo tanto podemos definir un isomorfismo natural
a: U = H”. Asi se tiene que el funtor olvidadizo U : Grp — Set es representable, y

su representacion es el par (Z, a : U = HZ).

Definicién 1.4.5. Dada una flecha A’ i) A en A se define la transformacién natural

HA
./él/JHf\rL Set .

\_/

HA

que tiene como componentes a las funciones
(H')p : H*(B) — H*(B)
p+—po f.
Definicion 1.4.6. Sea A una categoria localmente pequena. El funtor
H*® : A? — [A, Set]

esta definido como H*(A) := H* para cada objeto A € A%®? y H*(f) := H’ para cada flecha
f en AP,
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Todas las definiciones presentadas hasta ahora en esta secciéon pueden ser dualizadas.

Primero veamos la dualizacion de la definicion 1.4.1

Definicion 1.4.7. Sea A una categoria localmente pequena. Para cada A € A se define un

funtor,

Hy = Homy(—,A) : A — Set
de la siguiente manera:
e para un objeto B € A, se tiene que Ha(B) := Homy(B, A);
e para una fecha B’ =2+ B en A, se tiene que
Ha(g) := Homa(g, A) : Homy(B, A) — Hom(B', A)

p——pog

para todo p: B — A.
Ahora veamos la definicién de representabilidad para funtores contravariantes.

Definicion 1.4.8. Sea A una categoria localmente pequena. Un funtor F' : A? — Set es
representable si es naturalmente isomorfo a un funtor H 4, es decir F' = H 4 para algtn objeto
A € A. Una representacion de F' es un par (A, ¢) tal que A € Obj(A)y ¢ : F = H,4 es un

isomorfismo natural.

Ejemplo 1.4.9. El funtor potencia contravariante P : Set” — Set esta definido de la

siguiente manera:

e a un conjunto X se le asocia su conjunto potencia, es decir

P(X)={A|AC X},

e a cada funcion f: X — Y se le asocia la funcion f definida como

~

fP(Y) — P(X)

B+ f74B).*

4f(B) es la imagen inversa del conjunto B a través de f, definida como f~!(B) = {a € X | f(a) € B}.
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Como todo subconjunto A se puede identificar con su funcién caracteristica X a, 2, donde
2 = {0, 1}, se tiene que P(X) = Hy(X), por lo tanto podemos definir un isomorfismo natural
¢ : P — H,. Entonces se tiene que el funtor P es representable, y su representacion es el

par (2, ¢ : P = H,).

Ya hemos visto como usar a los funtores representables covariantes H4 para definir un
nuevo funtor H*®, ahora vamos a ver como usar a los funtores representables contravariantes

H 4 para definir un nuevo funtor H,.

Definicién 1.4.10. Dada una flecha A i> A’ en A se define la transformacion natural

HA
/\/‘
Aep L Set

\_/f

HA

que tiene como componentes a las funciones
(Hy)p: Ha(B) — Ha/(DB)

p+—— fop.

Definicion 1.4.11. Sea A una categoria localmente pequena. El embebimiento de Yoneda

de la categoria A es el funtor

Hy: A — [A”, Set]

que esta definido como H,(A) := H, para cada objeto A € AP y H,(f) := Hy para cada
flecha f en A°P.

Teorema 1.4.12 (Yoneda). ° Sea A una categoria localmente pequena. Entonces
HOm[Aogset] (HA, X) = X(A)
naturalmente en A € Ay X € [A, Set].

Corolario 1.4.13. Sea A una categoria localmente pequena y F : AP — Set un funtor.
Entonces una representacion de F consiste de un objeto A € A junto con un elemento

u € F(A) tal que:

para cada objeto B € A yx € F(B), hay una unica flecha T : B — A tal que F(T)(u) = x.

|4 .
°Este teorema es conocido como el lema de Yoneda.
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Adjuntos

F
Definicion 1.4.14. Una adjuncion consiste de un par de funtores A B junto con un
G

isomorfismo natural
Hom 4 (—,G(-))

/\
AP x B 7 Set ,
\_/
HomB(F(_)7_)
es decir que

Hompg(F(A),B) = Homy(A,G(B)) (1.5)

naturalmente para cada A € A y para cada B € B. Al par F, G se le llama un par de
funtores adjuntos, se dice que F' es adjunto izquierdo de Gy que G es adjunto derecho de F,

y se escribe F' 4 G.

Dados los objetos A € Ay B € B, a la flecha A L G(B) que se corresponde con la
flecha F'(A) 4 B a través del isomorfismo (1.5) se le llamada la transpuesta de f y a la

flecha f se le llama la transpuesta de f.

Ejemplos 1.4.15.

1. Si F': Set — Vecty es el funtor libre que a cada conjunto X le asigna el espacio vectorial
generado por X, y si U : Vectx — Set es el funtor olvidadizo, entonces F', U son un

par de funtores adjuntos, y se escriben como

F
Set 1 Vectk
U

para denotar que F' es adjunto izquierdo de U y que U es adjunto derecho de F'.

2. Dados dos conjuntos A y B podemos formar su producto cartesiano A x B y también
podemos formar el conjunto B4 de todos las funciones desde A a B. Para un conjunto B

fijo se definen los siguientes funtores,

(a) el funtor

(— x B) : Set — Set

definido en objetos como

A— A X B,
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y definido en flechas como
(f2A1—>A2)|—>(fX1BZA1XB—>A2XB)

(a,b) — (f(a),b),
(b) el funtor

(—)? : Set —> Set

definido en objetos como

C— CB,

y definido en flechas como
(g:C1 — Cy) — (¢ : CFP — CP)

fr—ygolf.

Hay una biyeccion

Homget(A x B, C) = Homget(A, CP)
para cualquier conjunto Ay C.. Por lo tanto (—x B), (=) son un par de funtores adjuntos,

(G
Set Set

(=xB)

tal que (—)? es adjunto izquierdo de (— x B) y (— x B) es adjunto derecho de (—)?.

Observacion 1.4.16. Dados dos pares de funtores adjuntos

F P
A 1 A’ 1 A"
G

G/

podemos componerlos y obtener un nuevo par de funtores adjuntos

Cada par de funtores adjuntos define una unidad y una counidad.
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Definicién 1.4.17. Dada una adjunciéon

hay una transformacion natural 1 : [, = G o I, llamada la unidad de la adjunciéon, que
tiene como componentes a la flechas ny : A — G(F(A)) que son las transpuestas de las
flechas identidades 1p(4) para cada A € A. Y también hay una transformacion natural
€: FoG = Ip, lamada la counidad de la adjunciéon, que tiene como componentes a las
fechas ep : F(G(B)) — B que son las transpuestas de las flechas identidades 1g(py para

cada B € B.
Definiciéon 1.4.18. Dadas las categorias y los funtores
B
‘Q
A — C,

la categoria coma (P = @) (también se escribe como (P | Q)) es la categoria definida de

la siguiente manera:
e los objetos son ternas (A, h, B) con A€ A, Be By h:P(A) — Q(B) en C,

e las flechas (A, h,B) — (A’,h/, B’) son pares (f : A — A’,g : B — B’) de flechas

tales que el cuadro

conmuta.

Ejemplo 1.4.19. Sea A una categoria y A € A. La categoria slice de A sobre A, denotada
como A/A, es la categoria cuyos objetos son pares (X,h)con X €e Ayh: X — Aen A,y
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cuyas flechas (X, h) — (X', 1) son flechas f : X — X’ en A que hacen que el triangulo

x— 1 . x

N/

Las categorias slice son un caso especial de las categorias coma. Dada la categoria 1 que

conmute.

solo tiene un objeto y la flecha identidad y dado un objeto A € A, consideremos la categoria

[

Un objeto de (I4 = A) esuna terna (X, h,B)con X € A, B€1,yh: X — Aen A, pero

coma (I4 = A), como en el diagrama

.A—>

como la categoria 1 solo tiene un objeto B, entonces las ternas son solo pares (X, h). Asi la
categoria coma (/4 = A) tiene los mismos objetos que la categoria slice A/A y también
tiene las mismas flechas, por lo tanto se tiene que A/A = (I, = A).

Dualmente (invirtiendo todas las flechas), se tiene una categoria llamada la categoria coslice

AJAS (A= L).

Ejemplo 1.4.20. Sea G : B — A un funtor y sea A € A un objeto. Podemos formar la

categoria coma (A = (), como en el diagrama

Sus objetos son pares (B € B, f : A — G(B)). Una flecha (B, f) — (B, f') en (A = G)
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es un flecha ¢ : B — B’ en B que hacen que el tridngulo

A—Tt LB
P ‘G(q)
G(B)

conmute.

Se dice que f: A — G(B) es un objeto de (A = G), cuando se tiene que el par (B, f)
es un objeto de (A = G).
Ahora veamos la conexion entre categorias coma y adjunciones.

F

Lema 1.4.21. Dada una adjuncion A B y un objeto A € A. Entonces la flecha

1
G

unidad na : A — G(F(A)) es un objeto inicial de la categoria (A = G).

F

_

%
G

Teorema 1.4.22. Dadas las categorias y funtores A B . Hay una corresponden-

cia uno-a-uno entre:
(a) adjunciones entre 'y G (con F a la izquierda y G a la derecha);

(b) transformaciones naturales n: [, = G o F tal que na : A — G(F(A)) es un objeto

inicial de la categoria (A = G) para cada A € A.

Corolario 1.4.23. Sea G : B — A un funtor. Entonces G tiene un adjunto izquierdo si y

solo si para cada A € A, la categoria (A = G) tiene un objeto inicial.

Las adjunciones dan lugar a funtores representables de la siguiente manera.

Lema 1.4.24. Sea A I B una adjuncion con categorias localmente pequenas, y sea
G

A € A. Entonces el funtor
Homy(A,G(—)) : B— Set

A
(es decir, la composicion B SRy LN Set ) es representable.
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1.5 Limites y colimites

En teoria de categorias el concepto de limite unifica muchas construcciones familiares
en matemaéticas y captura las propiedades esenciales de las construcciones universales tales
como productos y limites inversos.

La nocién dual de colimite generaliza construcciones tales como uniones disjuntas, sumas
directas, coproductos, pushouts y limites directos.

Cada vez que encuentre un método para tomar algunos objetos y flechas en una categoria
y construir un nuevo objeto a partir de ellos, existe una buena posibilidad de que esté viendo
un limite o un colimite. Por ejemplo, en la teoria de grupos, podemos tomar un homomorfismo
entre dos grupos y formar su niucleo, que es un nuevo grupo. Esta construccion es un ejemplo
de un limite en la categoria de grupos. O bien, podriamos tomar dos ntimeros naturales y
formar su minimo comun miltiplo. Este es un ejemplo de un colimite en el poset de niimeros
naturales, ordenado por divisibilidad.

Los limites y colimites, como las nociones fuertemente relacionadas con propiedades uni-
versales y funtores adjuntos, existen a un gran nivel de abstracciéon. De manera que, para
entenderlos, es 1util estudiar primero los ejemplos especificos de esos conceptos que seréan

luego objeto de generalizacion.

Productos

Definicion 1.5.1. Sea A una categoria y X, Y objetos en A. Un producto de X y Y consiste
de un objeto P € A junto con las flechas p; : P — X y ps : P — Y, con la propiedad que
para cualquier objeto Z € A y flechas f; : Z — X y fo: Z — Y, existe una tnica flecha

f:Z — Ptalquepiof=fiypof=fs Esdecir que el diagrama
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conmuta. Las flechas p; y ps son llamadas las proyecciones.
Ejemplos 1.5.2.
1. En la categoria Set el producto de dos objetos es el producto cartesiano.
2. En la categoria Grp el producto de dos objetos es el producto directo de grupos.

3. En la categoria Top el producto de dos objetos es el producto cartesiano de espacios

topologicos con la topologia producto.

El producto que hemos definido entre dos objetos es llamado producto binario. También

se puede definir un producto entre més de dos objetos de la siguiente manera:

Definiciéon 1.5.3. Sea A una categoria, I un conjunto, y (X;);c; una familia de objetos de
A. Un producto de (X;);es consiste de un objeto P € Ay una familia de flechas (P RN Xi)ier
con la propiedad que para todo objeto A € A y una familia de flechas (A LN X, )ier existe
una unica flecha f: A — P tal que p; o f = f; para todo ¢ € I. Al objeto P lo denotamos
como [[..; Xi.

Ecualizadores

Un tenedor en una categoria consiste de objetos y flechas

g
ALl x—y
h

tales que go f = ho f.
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g

Definiciéon 1.5.4. Sea A una categorfa y sean X —_Y objetos y flechas en A. Un
h

ecualizador de las flechas g y h es un objeto £ € A junto con una flecha i : £ — X

tal que

, 9
E——X (Y
h

es un tenedor, con la propiedad que para cualquier tenedor
At x—"y
— T} ,

existe una tunica flecha v : A — FE tal que f =7 o u. Es decir que el diagrama

v

g
EF— X fY
v h

conmuta.
Ejemplos 1.5.5.

g
1. En la categoria Set el ecualizador de X 'Y es E={x € X :g(x)=nh(z)} con la
h

flecha inclusion i : £ — X.

2. En la categoria Grp el ecualizador de un homomorfismo de grupos 6 : G — H, y el
homomorfismo de grupos trivial € : G — H que envia a todos los elementos de G al
elemento neutro de H, es el ker(6) con la flecha inclusion j: ker(f) —— G .

0
ker(9)——G—H

£

Por lo tanto, los kerneles son un caso especial de ecualizadores.

g
3. Sean V (W dos transformaciones lineales entre espacios vectoriales. Hay una
h
transformacion lineal ¢ — h : V. — W, y el ecualizador de g y h en la categoria
Vect es el subespacio E = {v €V : g(v) = h(v)} = ker(¢g —h) C V junto con la flecha

inclusion ¢ : ker(g — h)——V .
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Pullbacks

Definicion 1.5.6. Sea A una categoria, X, Y y Z objetosde Ay g:Y — Z h: X — Z
flechas en A. Un pullback de las flechas g y h consiste de un objeto P € A junto con dos

flechas p1 : P — X y po : P — Y tal que el diagrama
P Y
pll ‘g
X Z
llamado cuadro pullback conmuta, y tiene la propiedad que para cualquier cuadro conmuta-
A Y
]
X Z

en A existe una tnica flecha f : A — P tal que el diagrama

p2

|

|

h

tivo
f2

|

|

h

A

B p2
e 4

P
1‘ g
XTZ

conmuta. Es decir que pyo f = fi y poo f = fo.

Otro nombre para pullback es producto de fibra. Este nombre se explica parcialmente
por el siguiente hecho: cuando Z es un objeto terminal (por lo tanto h y ¢ son las tnicas
flechas que existen entre X y Z y entre Y y Z), un pullback es simplemente un producto de

XyY.
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Ejemplo 1.5.7. En la categoria Set el pullback de las funciones g : Y — Z, h: X — Z

es el subconjunto del producto cartesiano X x Y dado por
P={(z,y) e X xY : h(zx) = g(y)}

con las proyecciones p; y pe dadas por pi(z,y) =z y pa(x,y) = v.

Veamos dos ejemplos particulares de pullback en la categoria Set.

(a) Sean X, Y y Y conjuntos, tal que Y C Y. Entonces el pullback de las funciones
f: X —Y, j:Y Y esel subconjunto

[ YV)={zeX : flx)eY}CX

con las proyecciones i: f"HY)——X y f: f7(Y) — Y dadas por i(z) =z y
fx) = f().

Asi tenemos el siguiente cuadro pullback

X

(b) La intersecciéon de subconjuntos nos permite dar otro ejemplo de pullback en la cate-

goria Set. Sean X y Y subconjuntos de un conjunto Z. Entonces el diagrama

XNy —————Y

X ¢ Z

es un cuadro pullback, donde todas las flechas son inclusiones de subconjuntos.

Observacion 1.5.8. Los productos, los ecualizadores y los pullbacks en una categoria no

siempre existen. Pero cuando existen son tnicos salvo isomorfismo.
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La definicién de limite y ejemplos

Definiciéon 1.5.9. Sea A una categoria y I una categoria pequena. Un diagrama de forma

Ien A es un funtor D : I — A. A la categoria I se le llama la categoria de indices del

diagrama.

Definicion 1.5.10. Sea A una categoria y I una categoria pequena, D : I — A un diagrama

en A. Un cono del diagrama D es un par (A, (fx)xer) formado por un objeto A € A (el

vértice del cono) y una familia (A EEN D(X))xer de flechas en A tal que para toda flecha

X -5 Y en1, el triangulo

D(X)
fx
A / ‘D(U)
x
D(Y)

conmuta.

Sea (A, (fx)xe1) v (A, (9x)xer) dos conos del diagrama D. Una flecha de conos
hi (A, (fx)xer) — (A’ (9x)xer)
es una flecha h : A — A’ tal que el siguiente diagrama conmuta para todo X € I:
D(X)
Ix
A — A

De esta forma se tiene que los conos de un diagrama D conforman una categoria.

Definicién 1.5.11. Sea D : I — A un diagrama en A. Un [imite de el diagrama D

es un objeto terminal en la categoria de conos del diagrama D. Explicitamente, un limite

del diagrama D es un cono (L, (px)xer) con la propiedad que para cualquier otro cono

(A, (fx)xer) del diagrama D existe una tunica flecha f: A — L tal que Py o f = fx para
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todo X €I, es decir que para toda flecha X — Y en I el siguiente diagrama conmutar:

D(X)
Ix
bx
AT U D(u)
by
fy
D(Y)

Las flechas px son llamadas las proyecciones del limite.

Observacion 1.5.12. El limite de un diagrama no siempre existe, pero por la unicidad de
los objetos terminales en una categoria se tiene que el limite de un diagrama, cuando existe,
es unico salvo isomorfismo. Si el cono (L, (px)xer) es el limite de un diagrama D podemos
llamarlo cono limite y referirnos al limite de D simplemente como el vértice L y escribirlo

como L =1lim D.
I

Ejemplos 1.5.13.

1. Veamos que los productos, ecualizadores y pullbacks en una categoria A son los limites

de algtin diagrama en esa categoria.

(a) Sea T la categoria discreta de dos objetos. Un diagrama D : T — A consiste de
un par de objetos X,Y € A. Un cono del diagrama D es un objeto A € A junto
con dos flechas f; : A — X y fo : A — Y y se tiene que el limite de D es el
producto de X y Y.

Maés generalmente, sea I un conjunto y consideremos una categoria discreta I
formada por los elementos de [ y las flechas identidades. Un diagrama D : I — A
es una familia indexada (X;);c;r de objetos de A, y el limite de D es el producto
de la familia (X;);er.

En particular, el limite del tnico diagrama D : ) — A es el objeto terminal de

A, donde ) denota la categoria vacia que no tiene objetos ni flechas.
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(b)

Consideremos una categoria E que consta de dos objetos {e,x} y dos flechas

° ! %, ademés de las identidades. Un diagrama D : E — A consiste de un
S
par de flechas X t Y en la categoria A. Un cono del diagrama D consta de

un objeto A € A junto con dos flechas f: A — X yg: A—Y

A
/ \
X - Y
t

tal que so f =gy tof=g. Pero como g estd determinado por f, es equivalente

a decir que un cono en D consiste en un objeto A € A y una flecha f: A — X
tal que
f

AL x——vy
t

es un tenedor. Un limite de D es un tenedor de s y t, es decir, un ecualizador de

sy t.

Consideremos una categoria P formado por tres objetos {x,e,¢} y dos flechas
* — o «— o, ademaés de las identidades. Un diagrama D : P — A consiste de

objetos X, Y y Z en A y flechas f, g en A de la forma

Y
‘g
Xx—71 7z
Un cono del diagrama D consiste de un objeto A € A y un par de flechas

fi:A— Xy fo:A—Y tal que el cuadro
A" Ly
bjt 9
X — Z

es conmutativo. El limite de D es un pullback.
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2. Consideremos la categoria I = (N, <)°?. Un diagrama D : I — A consiste de objetos

y flechas en A de la forma
X S X S X

Por ejemplo, supongamos que tenemos un conjunto Xy y una cadena de subconjuntos
- C Xy € X C X

Las funciones inclusion forman un diagrama en la categoria Set de este tipo, y su limite

es [V;en Xi- Los limites de este tipo de diagramas son llamados limites inversos.

Definiciéon 1.5.14.

(a) Sea I una categoria pequena. Una categoria A tiene limites de forma I si para cada
diagrama D de forma I en A existe el limite de D. En este caso se dice que la categoria

A es I-completa

(b) Una categoria A tiene todos los limites si tiene limites de forma I para todas las

categorias pequenas I. En este caso dice que la categoria A es completa.

Una categoria tiene productos si tiene limites de forma T, tiene ecualizadores si tiene
limites de forma E y tiene pullback si tiene limites de forma P.

Por definicion, una categoria es finita si contiene solo un nimero finito de flechas (en cuyo
caso también contiene solo un niamero finitos de objetos). Un limite finito es un limite de
forma I para alguna categoria finita I. Por ejemplo, productos binarios, objetos terminales,

ecualizadores y pullback son todos limites finitos.
Proposicion 1.5.15. Sea A una categoria.
1. Si A tiene todos los productos y ecualizadores, entonces A tiene todos los limites.

2. Si A tiene productos binarios, un objeto terminal y ecualizadores, entonces A tiene

limates finitos.
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1.5. LIMITES Y COLIMITES

La definicién de colimite y ejemplos

Ahora veamos el concepto dual de limite.

Definicion 1.5.16. Sea A una categoria y I una categoria pequena, D : I — A un diagrama
en A. Un cocono del diagrama D es un par (A, (fx)xer) formado por un objeto A € A (el
vértice del cocono) y una familia (D(X) EE A) xer de flechas en A tal que para toda flecha

X 5 Y en1, el triangulo

D(X)
fx
s
D(Y)

conmuta.

Sea (A, (fx)xer) ¥y (A, (9x)xer) dos coconos del diagrama D. Una flecha de coconos

h (A, (fx)xer) — (A, (9x)xer)

es una flecha h: A — A’ tal que el siguiente diagrama conmuta para todo X € I:

D(X

(X)

A——F7A

De esta forma se tiene que los coconos de un diagrama D conforman una categoria.

Definicioén 1.5.17. Sea D : I — A un diagrama en A. Un colimite de el diagrama D es
un objeto inicial en la categoria de coconos del diagrama D. Explicitamente, un colimite
del diagrama D es un cocono (C, (px)xer) con la propiedad que para cualquier otro cocono

(A, (fx)xer) del diagrama D existe una tunica flecha f : C' — A tal que f o Px = fx para
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todo X €I, es decir que para toda flecha X — Y en I el siguiente diagrama conmutar:

D(X)

D(u)

D(Y)

Las flechas px son llamadas las coproyecciones del colimite.
Observacion 1.5.18.

1. Sea A una categoria y I una categoria pequena. Si D : I — A es un diagrama,
entonces un cocono de D es un cono del diagrama D : I°? — A°". Por lo tanto el

colimite de D es el limite del diagrama D°.

2. El colimite de un diagrama no siempre existe, pero por la unicidad de los objetos
iniciales en una categoria se tiene que el colimite de un diagrama, cuando existe, es
tnico salvo isomorfismo. Si el cocono (C, (px)xer) es el colimite de un diagrama D
podemos llamarlo cocono limite y referirnos al colimite de D simplemente como el

vértice C'y escribirlo como C' = lim D.
—1

Definiciéon 1.5.19.

(a) Sea I una categoria pequena. Una categoria A tiene colimites de forma I si para cada
diagrama D de forma I en A existe el colimite de D. En este caso se dice que la

categoria A es I-cocompleta

(b) Una categoria A tiene todos los colimites si tiene colimites de forma I para todas las

categorias pequenas I. En este caso dice que la categoria A es cocompleta.

Como ejemplos de colimites tenemos a los coproductos, los coecualizadores y los pushouts

que son los conceptos duales de productos, ecualizadores y pullbacks.
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Coproductos

Definiciéon 1.5.20. Un coproducto en una categoria A es el colimite de un diagrama

D :1— A, donde I es una categoria discreta.

Ejemplos 1.5.21.

1. En la categoria Set el coproducto de una familia de conjuntos es su uniéon disjunta con

las inclusiones.

Recordemos que si {X;}icr es una familia de conjuntos su union disjunta | |,.; X; se

define como

|| X=X x {i}

i€l i€l

2. En la categoria Vect el coproducto de espacios vectoriales es la suma directa de espacios

vectoriales con las inyecciones candnicas.

Coecualizadores

Definiciéon 1.5.22. Consideremos la categoria E la cual consta de dos objetos {e,*x} y dos

—

flechas e {*, ademas de las identidades. Un coecualizador en una categoria A es un

colimite de un diagrama D : E — A.

Ejemplos 1.5.23.

1. En la categoria Set el ecualizador de dos funciones f,g : A — B es el conjunto

cociente C' = B/~, donde ~ es la relacion de equivalencia generada por f(a) ~ g(a)
para todo a € A, con la funcién h : B — C' que envia los elementos de B en su clase

de equivalencia.

. En la categoria Vect el ecualizador de dos homomorfismos de espacios vectoriales
fyg:V — W es el espacio cociente C' = W/im(f — g) con el homomorfismo canénico

W — W/im(f — g).
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Pushouts

Definicién 1.5.24. Consideremos la categoria PP formado por tres objetos {x, e,¢} y dos
flechas * +— ¢ — e, ademaés de las identidades. Un diagrama D : P? — A consiste de

objetos X, Y yv Z en A y flechas f, g en A de la forma

Z7— 9 vy

X

Un pushout en una categoria A es un colimite de un diagrama D : P? — A.
Ejemplos 1.5.25.

1. En la categoria Set el pushout de las funciones g : 7 — Y, f : Z — X es el
conjunto cociente P = (X LY')/~ de la unién disjunta con la relacion de equivalencia
~ generada por (f(z),0) ~ (g(z),1) para z € Z. La coproyecciéon ¥ — P envia a
y € Y a su clase de equivalencia en P, y similarmente la coproyeccion X — P envia

ax € X a su clase de equivalencia en P.

2. Si A es una categoria con un objecto inicial 0, y si X,Y € A, entonces el pushout del

|

Nota 1.5.26. Consideremos la categoria (N, <). Un diagrama D : (N, <) — A consiste de

Unico diagrama

— Y

es el coproducto de X y Y.

objetos y flechas en A de la forma
Xo 2 X 20X, B

Los colimites de este tipo de diagramas son llamados limites directos.
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Interacciones entre funtores y limites.

Definiciéon 1.5.27.

(a) Sea I una categoria pequena. Un funtor F' : A — B preserva limites de forma 1 si
para todo diagrama D : I — A con un cono limite (L, (px)xer) en A se tiene que

(F(L),(F(px))xer) es un cono limite en B del diagrama Fo D : 1 — B.

(b) Un funtor F : A — B preserva limiles si preserva limites de forma I para toda

categoria pequena I.
Definiciéon 1.5.28.

(a) Sea I una categoria pequena. Un funtor F': A — B refleja limites de forma I si para
todo diagrama D : I — A con un cono (L, (px)xer) en A tal que (F(L), (F(px))xe1)
es un cono limite en B del diagrama F o D : I — B se tiene que (L, (px)xer) es un

cono limite del diagrama D.

(b) Un funtor F': A — B refleja limites si refleja limites de forma I para toda categoria

pequena I.
Definicién 1.5.29.

(a) Sea I una categoria pequena. Un funtor F' : A — B crea limites de forma I si para
todo diagrama D : I — A tal que el diagrama F o D : I — B tiene cono limite
existe un unico cono (L, (px)xer) de D tal que (F(L), (F(px))xer) es el cono limite

de Flo D,y ademas (L, (px)xer) es un cono limite de D.

(b) Un funtor F' : A — B crea limites si crea limites de forma I para toda categoria

pequena I.
De manera dual se definen los conceptos de preserva, reflejar y crear colimites.

Lema 1.5.30. Sea F' : A — B un funtor y I una categoria pequeria. Supongamos que B
tiene limites de forma I y que F crea limites de forma I. Entonces A tiene limites de forma

I, y F preserva limites de forma 1.
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Capitulo 2

Nociones de teoria de la medida y

espacios de Banach

2.1 Medibilidad y medidas

La nociéon de medida es una generalizacion de las ideas de longitud, area o volumen.
En este sentido la teoria de la medida se ocupa de asignar una medida a diversas clases de
conjuntos abstractos y estudia las integrales, bajo condiciones muy generales, de una gran

cantidad de funciones.

Clases de conjuntos

Consideremos a un conjunto X. A la clase de todos los subconjuntos de X la llamamos

partes de X, y la denotamos como p(X).

Definicion 2.1.1. Sea X un conjunto. Una clase de subconjuntos A C o(X) se llama

o-dlgebra de X si satisface las siguientes condiciones:

1. Xe A,

2. si A€ A, entonces A° € A,

42



2.1. MEDIBILIDAD Y MEDIDAS

3. si (An)nen €s una sucesion de conjuntos en A, entonces J, .y An € A.

Al par (X, A), donde A es una o-algebra de X, se le llama espacio medible y a los

elementos de A, conjuntos medibles.

Proposicion 2.1.2. Sea X un conjunto. Si A C o(X) es una o-dlgebra de X, entonces

1. 0 e A.

2. A es cerrada bajo uniones finitas. Sin € N y Ay,..., A, € A, entonces
Uaiea
i=1

3. A es cerrada bajo intersecciones finitas e infinitas numerables. Sea I un conjunto de

indices numerables no vacio y A; € A,1 € I, entonces

ﬂAi € A.

iel
Ejemplos 2.1.3.

1. El conjunto p(X) es una o-dlgebra de X; es la méas grande o-dlgebra de X. También
T(X) = {0, X} es una o-algebra de X, que es la mas pequena y se le llama o-algebra

trivial.

2. Sea X un conjunto con infinitos elementos (numerable o no). La clase de subconjuntos

A:={AC X : Aesnumerable V A°es numerable } es una o-algebra de X.
Proposicion 2.1.4. Sea X un conjunto, entonces se tiene que :

1. La interseccion de una familia arbitraria (numerable o no) de o-dlgebra de X es una
o-dlgebra de X. Es decir que si I es un conjunto de indices no vacio, y (A;)icr €s una

familia de o-dlgebras de X. Entonces

.AZ: ﬂAl

el

es también una o-dlgebra de X.
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2. Para toda clase de subconjuntos C C p(X), existe una o-dlgebra o(C) que es la minima
o-dlgebra que contiene a C. Esta o-dlgebra se llama o-dlgebra generada por C y se

define como

o(C) := ﬂ{A :CC Ay A esuna o-dlgebra de X }.
Observaciones 2.1.5.
1. La uniéon de o-algebra no es necesariamente una o-algebra.

2. Si Cy y Cy son dos clases de subconjuntos de X, entonces
Cl - O'(CQ) — O'(Cl) - U(Cg),
ya que o(Cq) es una o-algebra que contiene a C;.

Definicién 2.1.6. Sea X un conjunto. Una clase de subconjuntos R C p(X) se llama

o-anillo si satisface las siguientes condiciones:
1. 0 e R,
2.1 A,BeRy AC Bentonces B— A€ R,
3. si (Ap)nen es una sucesion de conjuntos en R, entonces | J, .y An € R.

Notese que un c-anillo es cerrado por complementos relativos y no por complementos
absolutos. Por lo tanto, X no tiene que pertenecer a R. De hecho, cuando esto ocurre, un
o-anillo es una o-algebra.

La interseccion arbitraria de o-anillos es un c-anillo, y de manera andloga a como se
defini6 la o-algebra generada por una clase C de subconjuntos de X, se define el g-anillo
generado por una clase C de subconjuntos de X. Es decir, el g-anillo generado por C se define
como

R(C) := m{R :C C Ry R esun o-anillo de X }.

En muchos casos para generar una o-algebra o un c-anillo es conveniente partir de una
clase particular C que cumpla algunas propiedades especiales. Por lo tanto se definen las

siguientes clases de subconjuntos de X en la definicion siguiente.
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Definicién 2.1.7. Sea C una clase de subconjuntos de X.

1. C es un dlgebra si satisface las siguientes condiciones:

(a) 0 eC,
(b) si A € C, entonces A° € C,

(c) si A, B € C, entonces AU B € C.
2. C es un anillo si satisface las siguientes condiciones:
(a) D ecC,
(b) si A,BeCy B C Aentonces A— B €C,
(c) si A, B € C, entonces AU B € C.

3. C es un semu-dlgebra si satisface las siguientes condiciones:

(a) 0 eC,

(b) si A € C, entonces existe n € N tal que A° = U" | A;, con A; € C,i=1,...,n,

disjuntos,

(c) si A, B € C, entonces AN B €C.
4. C es un semi-anillo si satisface las siguientes condiciones:

(a) D ecC,

(b) si A,BeCy B C A, entonces existe n € N tal que A — B = U, A;, con A; € C,

1 =1,...,n, disjuntos,
(c) si A,B € C, entonces AN B € C.

Ejemplos 2.1.8.

1. Sea X un conjunto con infinitos elementos (numerable o no). La clase de subconjuntos

C:={AC X : Aesfinito V A°es finito } es un algebra.

2. La clase § de todos los intervalos finitos semiabiertos del tipo (a,b] o [a,b) es un

semi-anillo.
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3. Laclase Z={I=U}_1Sx: S, €S AN SiNS;=0sii+#j} es un anillo.

4. La clase G de todos los intervalos del tipo (a,b] o [a,b) con a,b € [0,1] es una semi-

algebra.

La o-élgebra generada por los conjuntos abiertos de un espacio topologico (X, 1), se
llama o-dlgebra de Borel 'y se denota B(X). Los elementos de B(X) son llamados conjuntos

borelianos.
Proposicién 2.1.9.

1. Sea K la clase de los conjuntos cerrados de un espacio topologico (X, 7). Entonces

B(X) = o(K).

2. Sea D una base (o sub-base) numerable de la topologia de X . Entonces

Clases mondotonas

Definicion 2.1.10. Sea X un conjunto. Una familia M de subconjuntos de X se llama clase

mondtona si satisface las siguientes condiciones:
1. para toda sucesion creciente (A, )pen en M, se cumple que J, oy An € M;
2. para toda sucesion decreciente (B, )yen en M, se cumple que (), .y Bn € M.

Una o-4lgebra es una clase mondtona. La intersecciéon arbitraria de clases mondtonas es
también una clase mondtona, dada una clase cualquiera C de subconjuntos de X, la clase
monoétona generada por C se define de la misma manera que para las o-algebras y se denota

por M(C). Esto es,
M(C) = ﬂ{/\/l :C C My M es una clase mondtona }.
Ademas se tiene que M(C) es la clase monotona mas pequena que contiene a C.
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Proposicion 2.1.11. Sea X un conjunto. Una clase A de subconjuntos de X es una o-

dalgebra si y solo si es dlgebra y clase mondtona.

Teorema 2.1.12 (Teorema de clase mondtona). Sea X un conjunto. Si una clase C de

subconjuntos de X es cerrada por intersecciones finitas, se tiene que

Definicion de medida

Definicién 2.1.13. Una funcién y con valores en la recta real completada' R y definida

sobre una clase C de subconjuntos de X se denomina funcion de conjuntos.

Definicion 2.1.14. Una medida sobre un es espacio medible (X,.A) es una funcion de
conjuntos

tal que:
L. pu(0) =o.

2. p es o-aditiva, lo que significa que si (A, )nen €s una sucesion en A de conjuntos

disjuntos, es decir A; N A; = () para i # j, entonces
1 (U An) =) u(An).
n=1 n=1
A la terna (X, A, ) se le llama espacio de medida, y a u(A) medida de A.

De la definicién se deduce directamente la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.15. Una medida 1 en un espacio medible (X, A) tiene las siguientes pro-

piedades, para A, B € A:

La recta real completada R se define como el conjunto R U {—o0, 400} o bien [—00, +00], con la relacién
de orden usual de R y tal que para todo z € R se tiene que —oco < = < 4o00. Igualmente se definen los

conjuntos R, y R_ como [—00,0] y [0, +00] respectivamente.

47



2.1. MEDIBILIDAD Y MEDIDAS

()
#(A) = p(A = B) + u(AN B).

(b) (aditividad)
u(AUB) + (AN B) = u(A) + pu(B).

(¢) (sub-aditividad)
#(AU B) < u(A) + w(B).

(d) (es creciente)
AC B = p(A) < u(B)

Proposicion 2.1.16. Sea (X,.A) un espacio medible. Una funcion de conjuntos

pA— Ry
es una medida st y solo st
1. pu(0) =0.
2. 1 es finitamente aditiva, es decir, sin € N y Ay, ..., A, € A es una sucesion finita de

conjuntos disjuntos, entonces,
n n
(U] -
i=1 i=1
3. Si (Ap)nen en A es una sucesion creciente de conjuntos, entonces

p(lim A,) = lim p(A,).

n—oo n—oo

Corolario 2.1.17 (Sub-o-aditividad de las medidas). Si i es una medida en el espacio

medible (X, A), para toda sucesion de conjuntos (Ay)nen en A se tiene que

Definicion 2.1.18. Una medida g en un espacio medible (X, .A), se dice acotada o finita si
w(X) = oo. El ntmero u(X) se llama masa total de p. Si p(X) = 1, se dice que la medida
1 es una probabilidad. La medida p es o-finita si existe una sucesion de conjuntos medibles

(Xn)nen tales que X = J° X,, y u(X,,) < oo, para cada n € N.
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Teorema 2.1.19. Sea C una clase de subconjuntos de X, cerrada por intersecciones finitas.

Entonces,
1. dos medidas acotadas p y v que tienen la misma masa total y que son iguales en C,

coinciden en o(C),

2. dos medidas o-finitas p y v que son iguales en C y tales que existe una sucesion { X, }nen

de subconjuntos disjuntos en C, tal que

UXn:X

y para la cual

w(X,) =v(X,) < oo, para todo n,
coinciden en o(C).

Ejemplos 2.1.20.
1. La medida contadora m en el espacio medible (X, (X)) se define como:

|A] i A es finito;
m(A) =

oo si A es infinito.
2. Seaa € X y (X,.A) un espacio medible. La medida delta de Dirac se define como:

1 sia€A;
0y =

0 sia¢A.

3. Sea (a,) una sucesion de puntos de X y (p,) una sucesion de nimeros reales positivos.

La funcién de conjuntos
6(A) = an(san (A)
n=1
es una medida. Las medidas que se definen de esta forma se llaman medidas discretas.

En general si (p,,) es una sucesion de medidas en un espacio medible (X, .A) y (p,) es

una sucesion de niimeros reales positivos. La funciéon de conjuntos

u(A) = an,un(A)
n=1
es una medida.
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4. Sea X un conjunto infinito no numerable y C la o-algebra de X formada por los
subconjuntos de X que son numerables o cuyo complemento es numerable. Para A € C

se define la funcién de conjuntos

0 si A es numerable;
m(A) =
1 si A° es numerable.

7 definida de esta manera es una medida de probabilidad en el espacio medible (X, C).

Definicién 2.1.21. Un conjunto medible A es llamado un conjunto nulo si u(A) = 0,y

congunto despreciable si estd propiamente contenido en un conjunto nulo.

Definicién 2.1.22. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. La medida p es completa si para
todo conjunto B C A con A € Ay u(A) = 0, se cumple que B € A. Si la medida p es

completa al espacio (X, A, i) se le llama espacio de medida completo.
Teorema 2.1.23. Sea (X, A, i) un espacio de medida. Se define la clase A como:
A={EUF:EcAyFCN conN¢cAqyuN)=0},
y se define la funcion de conjuntos 7i : A — R, como:
HEUF) = p(E).

Entonces A es una o-dlgebra®> que contiene a A y la funcion de conjuntos Ti es una medida

completa en A que extiende a la medida p. Esta medida Ti se denomina la completacion de

1L

2.2  Funciones medibles

Definicion 2.2.1. Sean (X, .A) y (Y, B) dos espacios medibles. Una funcion f: X — Y es
medible (con respecto a las o-algebras Ay B ) siy solo si la imagen inversa de todo conjunto

medible en B es un conjunto medible en A. Esto es:

f medible <= f~!(B) € A para todo B € B.

2A esta o-algebra se le llama o-algebra completada.
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La notacion f : (X, A) — (Y, B) medible, signicara que f : X — Y y que f es medible
respecto a las o-algebras A y B.

Lema 2.2.2. Si (X, A) Y (Y,B) son espacios medibles y C es una clase que genera a 3, es
decir o(C) = B, entonces [ : (X, A) — (Y, B) es medible si y solo si

f1(C) € A para todo C € C

Definicién 2.2.3. Sea (X, .A) un espacio medible y (Y, 7) un espacio topologico. Una funcion

Borel medible es una funcion f: (X, A) — (Y, B(Y)) medible.
Proposicion 2.2.4.

1. Sea (X, A) un espacio medible y (Y, T) un espacio topoldgico. Sea
[ (X, A) — (Y,B(Y)). Entonces:

f es Borel medible <= f~*(O) € A para todo O € .
2. Sean (X, 1) y (Y,72) dos espacios topoldgicos y f : (X, 1) — (Y, 72) una funcion

continua. Entonces:

[ (X, B(X)) — (Y, B(Y))

es Borel medible.

Proposicién 2.2.5. Sea (X, A) un espacio medible, f,g : (X, A) — (R, B(R)) funciones

medibles y a € R. Se tiene:
1. h(z) = a es medible.
2. [+ g es medible.
3. af es medible.
4. f? es medible.
5. fg es medible.

6. 1/f (considerando 1/f(z) = oo si f(x) =0) es medible.
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7. mdz {f,g} y min {f, g} son medibles.
Corolario 2.2.6.

1. Si f: (X, A) — (R,B(R)) es medible, entonces también lo son su parte positiva f+

y parte negativa f~, que se definen como:
fr=mdz {f,0} y f=-min{f 0}
Estas funciones f* y f~ cumplen con las siqguientes propiedades:
=T+
f=r-=r.

2. Si A es un conjunto medible, su funcion caracteristica X4 definida como:

1 sizeA
XA<£L'> =
0 sizgA
es medible.
3. Si (A;)P, son conjuntos medibles y ci,...,c, € R, la funcion

fx) = Z ciXa, (7)

es medible. Una funcion de esta forma es una funcion simple®. Si los conjuntos A; son

intervalos, se le llama funcion escalera.

4. Una combinacion lineal de funciones simples es una funcion simple. También el pro-

ducto de funciones simples es una funcion simple.

Proposicion 2.2.7. Sea {f, : (X, A) — (R, B(R))},en una sucesion de funciones medibles,

entonces se tiene:

1. sup,, fn y inf, f, son medibles.

3Una funcién es simple si su rango es un conjunto finito.
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2. limsup,, f, y liminf, f, son medibles.
3. Si f =lim f, existe, entonces f es medible.

Nota 2.2.8. Sea (X, A, 1) un espacio de medida y f : X — R. Se dice que f cumple una

propiedad P casi siempre (c.s) o en casi todo punto (c.t.p) siy solo si
p({x : f(x) no cumple P}) = 0.

Proposicién 2.2.9. Sean f,g: (X, A) — (R, B(R)) funciones tales que f es Borel medible

yg=f en c.t.p, entonces g es Borel medible.

Teorema 2.2.10 (Teorema de aproximacion de funciones medibles). Sea (X, A) un
espacio medible y f : X — R una funcion medible y positiva. Entonces existe una sucesion
creciente de funciones simples (hy)nen, tales que h,(x) 1T f(z), para todo x € X. Ademds si

f es acotada entonces la convergencia es uniforme.

Corolario 2.2.11. Sea (X,.A) un espacio medible y f : X — R una funcion medible.
Entonces existe una sucesion de funciones simples (hy)nen, tales que h,(z) — f(x), para

todo v € X. Ademds si f es acotada entonces la convergencia es uniforme.

Corolario 2.2.12. Sea (X, A) un espacio medible y f : X — R una funcion medible y

acotada. Entonces, dado € > 0, existe una funcion simple h, tal que

|h(z) — f(x)| <€, para todo x € X.

2.3 Integral de Lebesgue

Medida de Lebesgue

Se denota por Z, al semianillo formado por la clase de intervalos acotados en R de
cualquier tipo, es decir, intervalos abiertos, cerrados o semi-abiertos. Se define una funciéon
de conjuntos ¢ : Z, — R, llamada la funcién longitud de intervalos, tal que para cualquier

intervalo I € Z, de la forma (a,b), [a, b], (a,b] o [a,b) se tiene que ¢(I) = b — a.
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Al anillo generado por el semianillo Z, se denota por J. Este anillo esté constituido por

las uniones finitas de los mienbros de Z, esto es,

J={J= L Le1}

k=1
La funcién ¢ puede ser extendida a una funciéon ¢ : J — R, , tal quesi J = Uil €J

es una union finita de intervalos acotados disjuntos, entonces
0(J) =Y _UIy).
j=1

Proposicion 2.3.1. La funcion { estd bien definida, es o-aditiva, mondtoma y o-sub-aditiva

en J.

Definicion 2.3.2 (medida exterior de Lebesgue). Se define la medida exterior de Le-

besgue como la funcién de conjuntos m* : p(R) — R, definida como

m*(A) = inf {i?([n) D)y, CT,AC G In} :

n=1

para todo A C R.
Proposicion 2.3.3. m* tiene las siguientes propiedades:
1. m*(0) = 0.
2. Si A C B, entonces m*(A) < m*(B) (monotonia).

3. Si (Ap)nen €s una sucesion de subconjuntos de R, entonces

m*(U A,) < Z m*(A,) (o-sub-aditividad).
n=1 n=1

4. Si I es un intervalo acotado, entonces m*(I) = ((I).
5. Para todo conjunto A y todo x € R, se tiene que

m*(A+x) =m*(A) (invariante por traslaciones).

Observacion 2.3.4. m* no es finitamente aditiva en p(R), ya que en general no es cierto

que si A y B son conjuntos disjuntos, se tenga que m*(AU B) = m*(A) + m*(B).
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Definicién 2.3.5. Un conjunto E C R se dice m*-medible (o medible-Lebesgue) si y solo si

para todo A C R se tiene que
m*(A) =m*(ANE)+m* (AN E°).
Observaciones 2.3.6.
1. Si m* fuese finitamente aditiva en p(R), todo subconjunto de R serfa m*-medible.
2. Como m* es o-sub-aditiva, siempre se cumple que
m*(A) <m*(ANE)+ m" (AN E°),
por lo tanto en la definiciéon basta considerar la desigualdad contraria.

3. como la definicion es simétrica en E y E°, entonces el conjunto £ es m*-medible si y

solo si B¢ es m*-medible.
4. El conjunto vacio es m*-medible y por lo tanto R también es m*-medible.
5. Si m*(E) = 0, entonces E es m*-medible.

Definicion 2.3.7. La o-dlgebra de Lebesgue en R es la o-algebra M formada por todos los

subconjuntos de R que son m*-medibles, es decir
M ={E CR: E es m*medible }.

Definiciéon 2.3.8. La medida de Lebesgue en R es la medida m que se obtiene al restringir

la medida exterior m* a M, es decir
m=m"|p: M — [0, 00].
Observaciones 2.3.9.

1. La medida de Lebesgue es una medida completa.

2. La o-algebra de Borel B(R) esté contenida en M y ademas se tiene que la completacion

de B(R) es M.
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Medida de Lebesgue-Stieltjes

Las medidas de Lebesgue-Stieltjes forman una clase de medidas definidas en (R, B(R))

que generalizan la medida de Lebesgue.

Definicion 2.3.10. Una medida de Lebesgue-Stieltjes en R es una medida p en (R, B(R))

tal que p(I) < oo para todo conjunto medible acotado I C R.

Definicion 2.3.11. Una funcién F' : R — R es una funcion de Stieltjes si es mondtona

creciente y continua por la derecha. Esto es, si cumple que:
1. x <y= F(z) < F(y).

2. lim F(z)= F(a) para todo a € R.

z—at
Si ademas la funcion F' cumple con que lim F(z) = 0y lim F(z) = 1, entonces F se
T—r—00 Tr—00
llama funcion de distribucion.

Si F' es una funcion de Stieltjes, entonces F' tiene limite por la izquierda en todo punto,

solo tiene discontinuidades de salto y el conjunto de discontinuidades es a lo sumo numerable.

Proposicion 2.3.12. Sea S la clase de los intervalos acotados de tipo (a,b] y sea F': R — R
una funcion de Stieltjes. En S se define la funcion de conjuntos mp : S — Ry, de la

siguiente manera:

me((a,b]) = F(b) = F(a).
Entonces existe una unica extension de mp a una medida pp de Lebesgue-Stieltjes en (R, B(R)).
Proposicion 2.3.13. Sea p una medida de Lebesgue-Stieltjes en (R, B(R)). Sea F': R — R

una funcion definida por

w1((0,1]), sit>0

F(t) = 0, stt=0

—u((t,0]), sit<DO.

\

Entonces F' es una funcion de Stieltjes y se cumple que para todo conjunto A € B(R),
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Integral de Lebesgue para funciones simples

Definiciéon 2.3.14. Sea f : R — R una funcién simple positiva y medible Lebesgue. Sean

Ay, Ay, ..., A, conjuntos disjuntos medibles Lebesgue y aq, ao, . . ., a, nimeros reales, tal que

f($) = Z aklAk (ZE)

Se define la integral de Lebesgue de f en R como:

/f(x) dx = gakm(flk).

Con la convencion de que si ap = 0y m(Ag) = oo, entonces aym(Ax) =000 = 0.

Esta suma siempre tiene sentido aunque puede valer oo.
Observaciones 2.3.15. Si f es una funcion simple positiva se tiene que:

1. La anterior definicion de integral no depende de la representacion de f, es decir que si

exixten dos representaciones

n

Fle) =D L) = Y- bila(o),

k=1

de f entonces se tiene que

2. Si F es un conjunto medible la integral de Lebesgue de f en E se define como:

/Ef(a:)dm ::/f(x)-lEd:v.

3. Se dice que f es integrable Lebesgue siy solo si ocurre que [ f(z)dx < oo.

Proposicion 2.3.16. Sean f, g funciones simples positivas y a > 0. Se tiene:

/af(z)dxza/f@)dx.
/(f+9)(95) d$:/f(x)dx+/g(3:)dx.

2. (monotonia) Si 0 < f < g entonces

[ t@yde < [ gta) s

o7

1. (linealidad)
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Integral de Lebesgue para funciones medibles positivas

Definicién 2.3.17. Sea f : R — R una funciéon medible Lebesgue positiva y (f,)nen una
sucesion creciente de funciones simples positivas tal que f,(z) 1T f(z), para todo = € R. Se

define la integral de Lebesgque de f en R como:

T—r00

/f(x) dr := lim [ f.(x)dx.

Observe que

og/f(a;>dxgoo.

Proposicion 2.3.18. Si (fu)nen ¥ (gn)nen son dos sucesiones de funciones simples positivas

tales que f,(z) 1T f(x) y go(x) T f(z). Entonces se tiene que:

lim [ fu(z)dx = lim | g,(z)dx.

T—r00 T—r00

Lema 2.3.19. Sea (fn)neny una sucesion de funciones simples positivas y h una funcion

simple positiva tal que f =1im f,, > h. Entonces se tiene que:
lim [ f.(x)dx > lim [ h(x)dz.

T—00 T—00

Proposicion 2.3.20. Sean f, g funciones medibles Lebesque positivas y o > 0. Se tiene:

/af(:c)dx:a/f(w)dx.

[t +o@ar= [ r@yde+ [ o) as

1. (linealidad)

2. (monotonia) Si 0 < f < g entonces

[ t@yde < [ gta) s

Teorema 2.3.21 (Teorema de convergencia monétona *). Sea (f,)nen una sucesion

de funciones medibles positivas. Supongamos que (fn)nen €S creciente y sea

f(z) = lim f,(z).

4Este teorema también es conocido como el teorema de Beppo-Levy.
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Entonces

/f(x) der = lim [ f,(z)dx.

T—r00

Proposicion 2.3.22 (Lema de Fatou). Para toda sucesion (f,)nen de funciones medibles

positivas, se tiene que:

/(lim inf f,,)(z) de < lim inf/fn(a:) dx.
Observaciones 2.3.23. Sea f una funcién medible positiva, entonces se tiene que:

1. Si E es un conjunto medible la integral de Lebesgue de f en E se define como:
/ f(z)dr = /f(x) 1pdx.
E
2. Se dice que f es integrable Lebesgue siy solo si ocurre que [ f(z)dx < oo.
3. Si f es integrable, entonces f < oo en c.t.p.

4. Si A en es un conjunto medible y m(A) = 0, entonces [, f(z)dx = 0.

Integral de Lebesgue para funciones medibles

Toda funcién f : R — R se puede escribir como

fl@) = fT(x) = [ (@),

donde f*y f~ son la parte positiva y la parte negativa de f respectivamente. Si f es medible,

también lo son f*y f~.

Definicién 2.3.24. Sea f : R — R una funcién medible Lebesgue. Se dice que f es

integrable siy solo si ft y f~ son integrables y se define la integral de Lebesque de f en R

/f(w)dx ¢:/f+($)dx—/f_(:v)dx.

Observe que para funciones medibles positivas la integral de Lebesgue esta bien definida,

CcOomao:

ain cuando ésta pueda tomar valores infinitos. Para funciones medibles no positivas, la
integral de Lebesgue solo tiene sentido cuando es finita, es decir, cuando las integrales de su

parte positiva y negativa sean ambas finitas.
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Proposicion 2.3.25. Sean f, g funciones integrables y o € R. Se tiene que:

1. (linealidad) oo f es integrable y

/ozf(:p) dz = oz/f(x) dz.

/(f+9)(95) dw:/f(x)dx—l—/g(x)dx.

f + g es integrable y

2. (monotonia) Si f < g entonces

[ t@de < [ gta)as

Proposiciéon 2.3.26. Sea f : R — R medible Lebesque. Entonces f es integrable si y solo

si |f| es integrable y ademds se tiene que

’ / f(z) dx

Proposicion 2.3.27. Sea f : R — R medible Lebesque. Entonces se tiene que:

< [1r@lds.

1. 81 A, B son conjuntos medibles Lebesque y ANB =0 vy f es integrable, entonces
f(x)dr = / f(zx) d:):+/ f(x)dx.
AUB A B
2. Si f es integrable, entonces |f| < oo en c.t.p.

3. Si A es un conjunto medible Lebesgue tal que m(A) = 0, entonces f es integrable en A

y ademds [, f(x)dz = 0.
4. Si f >0y [ f(x)dx =0, entonces f =0 en c.t.p.
5. 8i f es integrable y f = g en c.t.p., entonces g es integrable y
/f(a:) dx:/g(x) dx.
6. Si f es integrable, g es medible y |g| < f en c.t.p., entonces g es integrable.

7. St f y g son integrables,

mcix{ / f(&) de, / o(z) dx} > / maz{ f, g} (x) dz.
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2.4 Espacios de Banach
Definicion 2.4.1. Sea X un espacio vectorial sobre R. Una norma en X es una funcién
| -] : X — R tal que para todo z,y € X y a € R, cumple que:
(i) [lz]l = 05
(ii) ||z|| = 0 siy solo si x = 0;
(iii) o] = o)
(iv) ||z 4+ y|| < ||z|| + |ly|| (desigualdad triangular).

Si X es un espacio vectorial con una norma || - ||, entonces al par (X, || -||) se le llama espacio

normado.

Definicion 2.4.2. Sea X un conjunto no vacio. Una métrica en X es una funcion

d: X x X — R tal que para todo z,y,z € X, cumple que:
(i) d(z,y) = 0;
(i) d(z,y) =0siy solosiz=uy;
(iii) d(z,y) = d(y, z);
(iv) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).
Si X es un conjunto con una meétrica d, entonces al par (X, d) se le llama espacio métrico.
Al ntimero d(z,y) se le llama distancia entre = y y.

Proposicion 2.4.3. Si (X, ||-||) es un espacio normado, entonces la funciond : X x X — R
definida como
d(z,y) = [l =y

es una métrica en X, llamada la métrica definida por la norma.

Definicién 2.4.4. Una sucesion {z, }nen en un espacio métrico (X, d) es convergente a un
punto z € X si para todo € > 0 existe un N € N tal que si n > N entonces d(z,,z) < €.
En este caso se escribe que

lim z,, = x.
T—00
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Definicién 2.4.5. Una sucesion {x, },en en un espacio métrico (X, d) es una sucesion de

Cauchy si para todo € > 0 existe un N € N tal que si n,m > N entonces d(x,, ) < €.
Proposicién 2.4.6. Toda sucesion convergente es de Cauchy.”

Proposicion 2.4.7. Toda sucesion de Cauchy que tenga una subsucesion convergente es

convergente. Ademds el limite de la sucesion coincide con el limite de la subsucesion.

Definicién 2.4.8. Un espacio métrico (X,d) es completo si toda sucesion de Cauchy en
(X, d) es convergente. Mas atn, un conjunto A C X es completo en (X, d) si toda sucesion

de Cauchy en A converge a un elemento de A.

Definicion 2.4.9. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y completo con

la métrica definida por su norma.
Ejemplos 2.4.10. Los siguientes son ejemplos de espacios son de Banach
1. El espacio de los niimeros reales R con la norma dada por el valor absoluto.

2. El espacio euclidiano R™ con la norma dada por

n 1/p
[(z1, 2y ) [lp = (Z Ifﬂi|”>

i=1
sil<p<oo.

Para p = oo la norma esta dada por
(1, 22, .o 0 ||o = max{|z1|, |22], .. ., |znl|}-

3. El espacios I,(N) = {(zp)n>1 : 2n € R A D77, |24]P < 0o} con la norma dada por

o 1/p
x|y = (Z |in”>
i=1

para & = (Z,),>1 con 1 < p < o0.

4. El espacio Cla,b] = {f : [a,b] — R | f es continua } con la norma dada por

[flloe = max{[f(z)] : = € |a,b]}.

5 z . ., .
°El reciproco de esta proposicion no es cierto.
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Definicién 2.4.11. Un espacio métrico (Y, p) es una completacion de un espacio métrico
(X, d) si (Y, p) es completo y existe una isometriai : X — Y, tal que i(X) es un subconjunto

denso de Y.

Ejemplo 2.4.12. El conjunto R de los nimeros reales, es una completacion del conjunto Q

de los niimeros racionales, ya que R es completo y Q es un subconjunto denso de R.

Teorema 2.4.13. Todo espacio métrico (X,d) tiene una unica completacion (Y, p) , salvo
isometrias, es decir si (Y*,p*) es otra completacion de (X,d) entonces eziste una tnica

isometria i : Y — Y*.

2.5 Aplicaciones lineales

Definicion 2.5.1. Una aplicacion lineal T entre espacios normados reales X, Y es una

funcion T : X — Y tal que:
T(Ax + py) = AT (x) + T (y)
paratodo ,p e Ryz,y e X
Ejemplos 2.5.2.
e La funciéon T : C'fa,b] — C|[a,b] definida como T'(f) = f’, es una aplicacién lineal.

e La funcion 7' : Cla,b] — Cla, b] definida como T'(f)(t) = fot f(s)ds, es una aplicacion

lineal.

Definicion 2.5.3. Sea X y Y espacios normados. Una aplicacion lineal T : X — Y es

acotada si existe una constante M > 0 tal que
IT(x)|ly < M||z||x para todo =z € X.

Definicion 2.5.4. Si una aplicacion lineal 7': X — Y es acotada, se define la norma || 7|
de T" como

IT]| = inf{M : ||T(x)||y < M||z|x para todo z € X.}
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2.5. APLICACIONES LINEALES

Definicion 2.5.5. Sea X un espacio normado sobre el cuerpo de los reales R. Un funcional

lineal en X es una aplicacion lineal f : X — R.

Teorema 2.5.6. Supongamos que T es una aplicaion lineal acotada desde un espacio norma-
do (X1, |l1) @ un espacio normado y completo (Xo, || - ||2). Entonces T puede ser extendida
de manera tinica a una aplicacion lineal acotada (con la misma cota que T) T desde la

completacion de X; a Xs.
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Capitulo 3

Una caracterizacion universal de la

integral de Lebesgue

En este capitulo se presenta una construccién alternativa de la integral de Lebesgue,
diferente a la construccion clasica presentada en el capitulo anterior. La idea es caracterizar
a la integral de Lebesgue, a partir del espacio L'[0,1] (definiéndolo como completacion del
espacio de las funciones continuas, sin utilizar la nocién de integral de Lebesgue), como
cierto funcional acotado L'[0,1] — R. Luego, se demuestra que esta caracterizaciéon es una
consecuencia natural de la teoria de categorfas: el espacio L'[0,1] es un objeto inicial de
cierta categoria, y la integral de Lebesgue es la tnica flecha de este objeto a R.

Recordemos que L'[0,1] es la completacion del espacio C|0,1] de las funciones de [0, 1]

en R continuas y acotadas, con la norma

1]l = / (@),

donde la integral del lado derecho de la igualdad es la integral de Riemann, la cula sabemos
que existe para toda funcién continua a soporte compacto definida en R. Ademas. la integral
de Riemann [ es un funcional uniformemente continuo con respecto a la norma || ||, la cual
es densa en L'[0,1]. Asi, el operador [ tiene una tnica extension a todo L'[0,1], la cual es
precisamente la integral de Lebesgue. La siguiente seccion presenta una manera distinta de

definir la integral de Lebesgue a partir de L'[0, 1].
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3.1. UNA CARACTERIZACION AXIOMATICA DE LA INTEGRAL DE
LEBESGUE

3.1 Una caracterizacion axiomatica de la integral de Le-
besgue

Esta axiomatizacion de la integral de Lebesgue aparece en los trabajos de Tom Leinster
(ver, por ejemplo, [14] y [15]). Leinster menciona que la siguiente caracterizacion de la inte-
gral de Lebesgue ya era conocida en la literatura, haciendo referencia por ejemplo al libro
“Calculus”, de Gillman, L. y McDowell, R., en donde la integral de Riemann es presentada

bajo axiomas similares. Los libros de texto

Teorema 3.1.1. La integral de Lebesgue

1
/ (L0,1] — R
0

es el unico funcional lineal acotado que satisface las siguientes propiedades:

(1) /Olf(:v)d:v:%(/;f(%)da:%—/olf(x;l)dx);

(2) / I ydx = Iy
0

En el articulo “An axiomatic approach to the integral”, de L. Gillman (ver [5]), se menciona
al libro “Set functions” (ver [7]) como uno de los primeros textos en definir la integral de
Riemann bajo una axiomatica similar. Es de notar que el Serge Lang, en su libro “A first
course in calculus” (ver [10]), también introduce la integral de Riemann segin una serie de
axiomas.

Agradecemos al profesor Ramoén Bruzual por su ayuda en la comprehension de este

teorema, asi como en su prueba.

Demostracion. Sea I' : L'[0,1] — R un funcional lineal que satisface las condiciones (1) y
(2) del teorema. Demostraremos que este funcional y la integral de Lebesgue coinciden en
las funciones caracteristicas con extremos racionales diadicos. Como combinaciones lineales

de estas funciones caracteristicas son densas, por cointinuidad se obtiene el resultado.
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3.1. UNA CARACTERIZACION AXIOMATICA DE LA INTEGRAL DE
LEBESGUE

Counsideremos la funcién caracteristica

1 six € [a,b],
Xla,b] (:L’) =
0 en otro caso .

Notese que, si r € [0, 1], entonces xy es un representante para el elemento neutro de
L'[0,1] (recordando que se mira a los elementos del espacio L'[0, 1] como clases de equiva-

lencias), ya que x{,} tiene norma cero en L'[0,1]. De alli que

Como
X[ab] = X(a,b] T X{a} = X(a,b) T X{a} T X{b}>
para todo a,b € R, se tiene que el funcional I' evaluado en la funcién caracteristica de un

intervalo depende tinicamente de los extremos del intervalo.

Para = € [0, 1], se tiene que:

1
F(X[o,%]) = 9
Como X[o,1] T X(L1 = X1, € tiene que
1
F(X(%,l]) ~ 5

Luego, por induccion, se demuestra que el valor de I' aplicado a una funcién caracteristica

. 1 .
de un intervalo con extremos 2, ”2%, con 0 < p <2"yn €N, esigual a 2%, el cual es el

valor de la integral de Lebesgue aplicado a la misma funcién, sobre el mismo intervalo. [J
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3.2. DEFINICION CATEGORICA DE LA INTEGRAL DE LEBESGUE

3.2 Definicién categorica de la integral de Lebesgue

En esta seccion se tendré que:

» Una aplicacion a : X — Y de espacios de Banach es una aplicacion lineal que es

contractiva, es decir que ||a(z)|] < ||z|| para todo z € X.
. 1
» X &Y es la suma directa con la norma ||(z,y)|| = §(||x|| + lyl)-
Sea C la categoria que tiene como objetos a las ternas (X, u, ) donde:
e X es un espacio de Banach;
e u € X, con |lul| <1 (o equivalentemente, u : R — X);
e {: X ®X — X es una aplicacion de espacios de Banach, tal que &(u, u) = u.

Una flecha en C entre dos ternas (Xi,u1, &) v (Xa, uz, &) es una aplicacion de espacios

de Banach f : X; — X, tal que el diagrama:

X, B X, —2 X" R
fer f
X & X — Xpe———R

es conmutativo.
Si X es un R-espacio de Banach, todo elemento u € X determina binuivocamente una
funcion h, : R — X definida como
hy(1) == u.
Luego, si A € R,
hy(A) = hy(A - 1) = Ay (1) = Au.
Teorema 3.2.1. El objeto inicial de la categoria C es (L'[0,1], Ijp11,7), donde Iy es la

funcion constantemente itqual a 1y

v LY0,1] @ L'0,1] — L*[0,1]
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3.2. DEFINICION CATEGORICA DE LA INTEGRAL DE LEBESGUE

es la funcion definida como

ot s10<t 1/2
oo =47 st=y
g2t—1) sil/2<t<1

Demostracion.
Sea (X, h,.£) un objeto de la categorfa C. Se debe definir 6 : L0, 1] — X tal que el siguiente
diagrama conmuta:

higg 4y

LY0,1] @ L'[0,1] ——— L'[0,1] R
0p0 0
XoX : X » R

e El diagrama de la derecha determina 6 en la funcién constantemente igual a 1, y luego

en toda funciéon constante.

e El diagrama izquierdo determina # en todas las funciones que son constantes c.s. en cada
mitad del intervalo. Aplicando induccién, se determina 6 sobre las funciones constantes
definidas en intervalos a extremos diadicos. Luego, por continuidad, 6 se define sobre

todo L'[0,1].

Sea med : R @ R — R dado por med(a,b) := 252

Corolario 3.2.2. En la categoria C, la inica flecha partiendo del objeto inicial (L*[0,1], Ijo 11, 7)
hacia el objeto (R, 1, med) es la integral de Lebesque fol. Es decir, la integral de Lebesgue

1
/ (LY0,1] — R
0

es el unico funcional lineal acotado que satisface las siguientes propiedades:

(1) /Olf(x)dx:%(/;f(;)dx—k/olf(z;l)dx);

1
(2) / Ipyde = Iy
0
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