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Resumen

En este trabajo, se estudiaron diferentes métodos para encontrar conjuntos solucién de
un sistema de ecuaciones G : R™' — R™ no lineal que depende de un pardametro. Se
desarroll6 un método de continuaciéon por pseudo-longitud de arco donde se presenta una
alternativa para calcular el vector tangente y detectar ciertos puntos de interés de una curva
solucion del sistema mediante el cdlculo del espectro de la matriz jacobiana de G. Explicamos
las consideraciones que se tomaron en cuenta para implementar este método en el ambiente
Matlab versién 7.8.0.347 (R2009a), con dos maneras diferentes de calcular el espectro de
la jacobiana de G, y por ultimo, presentamos varias pruebas numéricas para comprobar
la estabilidad del método y determinar las condiciones para el uso de alguna de las dos

implementaciones.
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Introduccion

En muchas areas cientificas se modelan matematicamente diferentes tipos de fenémenos y es
frecuente que se requiera calcular y analizar el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones
no lineal, el cual puede depender de uno o varios parametros. Por ejemplo, si se quiere estudiar
el crecimiento de una poblacién al variar un parametro o, si se quisiera estudiar la variacion

de una reaccién quimica a medida que se varia uno de sus compuestos.

En este trabajo, se estudiara un sistema de ecuaciones de la forma G(x, x) = 0 donde
G:R*"xR — R", x € R", vy « € R. Generalmente, una solucién aislada (xq, o) no
es suficiente informacion sobre el fenémeno; por esto, se estudian diferentes soluciones de
G(x, ) = 0 mientras se varfa el parametro « en un intervalo conocido. Ademas, se quiere
identificar diferentes puntos de interés que pueden representar cambios importantes en el
fenémeno que se esté estudiando, algunos de ellos suelen estar ligados a la estabilidad del
método. Entre los puntos de interés mas comunes estan los Turning Points (puntos donde
la curva cambia de sentido, indicando que para el mismo valor del parametro existen otras
soluciones), los Bifurcation Points (puntos donde varias curvas se intersectan) y Hoft Points

(puntos que senalan el comienzo de soluciones periddicas). En [3, 11, 9, 6]

Existen varios métodos con los cuales se calculan curvas de soluciones de la funcién G,
entre los cuales se encuentran los métodos de Continuacién Numérica, se puede consultar [2,
7, 10, 4] para estudiar sobre los métodos de continuacién. Estos métodos consisten en darle
valores a una de las variables del problema (el pardmetro) y tomando en cuenta la solucién
previamente calculada hallar una aproximacion de una nueva solucién; este procedimiento
se repite hasta agotar los posibles valores del parametro. Usualmente, se usan técnicas de
tipo predictor-corrector para implementar los métodos de Continuacion Numérica. Primero

se estiman las coordenadas de una solucién usando informacién de soluciones previas (paso



predictor) y luego se usa esta estimacion para calcular las coordenadas de la siguiente solucién
(paso corrector). De esta manera, los métodos de Continuacién Numérica existentes difieren
en la forma de escoger el predictor y en el algoritmo iterativo que utilicen para hallar un

cero de G(x, o).

En el paso corrector puede utilizarse cualquier algoritmo que calcule un cero de una

funcién, por ejemplo el método de Newton:

Algoritmo 1 Método de Newton
Datos de Entrada: x,, tol.

Datos de Salida: Solucion x;

1: Xg = X

[\)

: Mientras ||G(x;)|| > tol hacer

3: X0 = Xs

4:  Resolver el sistema Gy,z = G(xo)
5. X =Xo—Z

6: Fin Mientras

En este método se resuelve un sistema de ecuaciones lineales cuya matriz asociada es la
matriz jacobiana de G en la variable x, Gx, la cual deberia ser no-singular para que el método
no falle. En la practica, uno de los métodos de continuacién mas usados es el denominado

pseudo-longitud de arco, el cual extiende el sistema original para evitar la no-singularidad

de Gy.

En el primer capitulo estudiaremos como se realizan las gréaficas de bifurcacion, definire-
mos ciertos puntos de interés y daremos una visiéon general de los métodos de continuacion
numérica utilizados en la actualidad. En el segundo capitulo estudiaremos la propuesta pre-
sentada en este trabajo, que consiste en un método para calcular el vector tangente de la
curva solucion y detectar puntos de interés. En el tercer capitulo presentaremos el algorit-
mo de continuacién de nuestra propuesta, junto con las consideraciones que se tomaron en
cuenta para implementarlo en el ambiente Matlab versién 7.8.0.347 (R2009a). En el cuarto
capitulo veremos ciertas pruebas numéricas que realizamos con el método y en el quinto

capitulo presentaremos las conclusiones.



1. Continuacion Numeérica

Los métodos de continuacion son un tépico de gran importancia en algunas aplicaciones de
la ciencia y la ingenieria. Este capitulo presenta una visiéon general sobre los métodos de

continuacion numérica mas utilizados en la actualidad.

En muchas aplicaciones industriales se requiere la discretizaciéon de una ecuacién en
derivadas parciales, o EDP. Esta discretizacién da origen a un sistema de ecuaciones no
lineal parametrizado y se desea estudiar el comportamiento de las soluciones de este sistema
cuando se varia uno de sus parametros. Por esto, consideraremos un sistema de ecuaciones

no lineal de la forma:

(1.1) G(X, &) =0

donde G:R*"XR — R" XeR" "y x € [ = (a,b) C R, donde I es un intervalo conocido.
Luego, para diferentes valores de o € I se desea calcular un X; € R™ tal que G(Xj, o) = 0.

Una solucién (X;, &;) del sistema (1.1) se denomina punto estacionario o punto de equilibrio.

Existen diferentes métodos para calcular los puntos de equilibrio para diferentes valores
del parametro o, entre los cuales se encuentran los métodos de continuacién. Estos se carac-
terizan por resolver (1.1) para un valor especifico de o conociendo la solucién en un punto
previo, de alli viene el nombre de método de continuacion. Este proceso se repite hasta que
se hallan calculado suficientes puntos de equilibrio como para tener una buena aproximacion
del conjunto solucién. En la seccién 1.3 discutiremos sobre algunos métodos de continuacién

utilizados en la actualidad.



1.1 Diagrama de Bifurcacién. El conjunto de soluciones obtenidas a partir de la ejecu-
cién de algiin método de continuacién puede ser utilizado para graficar en R? o R? relaciones
entre el pardmetro « y una representacién en R o R? del vector X, obteniendo asi lo que
se conoce como diagrama de bifurcacion, la cual proporciona una representacion visual del
comportamiento de una curva solucién de (1.1) a medida que se varia el pardmetro, lo que
facilita el estudio y andlisis de las soluciones. Por ejemplo, al tener un conjunto {(Xi, o)},
de soluciones de (1.1), donde ¥X; = (xgi),xg), e ,xg)), se puede realizar un diagrama de bi-

furcacion con los pares ordenados ([Xi], &), donde [X;] puede representar la norma euclidea

[Xi] = ||Xi]|2, o también [X;] = x]m para alguna variable x; de interés.
Veamos algunos ejemplos sencillos de continuacion:

EJjEMmPLO 1.1.

Consideremos la siguiente funcién:

f:R? — R dada por

f(X,y) =Xy —1

La jacobiana de f viene dada por:

fu=(x vy)

Al ejecutar un codigo de continuacion sobre la funcién f, obtenemos una serie de puntos

‘ < . Ny 1
(x,y), cuya grafica es la hipérbola definida por la ecuacién y = +. En la figura 1.1, podemos
ver la gréfica obtenida. Note que, en el caso de la hipérbola se tendran dos curvas solucion
que no se tocan nunca; para poder recorrer ambas curvas se debera tener por lo menos una

solucion sobre cada una de las curvas para poder obtener la grafica completa.



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FicuraA 1.1. Diagrama de la Hipérbola

EJEMPLO 1.2.

El siguiente ejemplo contiene dos curvas solucién que se intersectan. Consideremos la

funcién:

f:R? — R dada por
fx,y) = +y> = 1)y —x)

La jacobiana de f viene dada por:

fu=(2x(y—x)— (x*+y*—=1) 2yly—x)+(x*+y*—1))

Al ejecutar un codigo de continuacion sobre la funcién f, obtenemos una serie de puntos
(x,y), cuya gréfica es un circulo centrado en el origen de radio 1, y también la recta definida
por y = x. Note que, en este ejemplo las dos curvas solucién del sistema se intersectan en

dos puntos, tal como puede apreciarse en la figura 1.2
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FicuraA 1.2. Diagrama del Circulo y la Recta

1.2 Puntos de Interés. Ademsds de calcular soluciones del sistema de ecuaciones (1.1), es
importante poder detectar e identificar diferentes puntos de interés sobre las curvas solucién,
ya que estos representan cambios importantes en el fenémeno que se esté estudiando y
ademads, es frecuente que estén relacionados con la estabilidad del método de continuacion
que se esté utilizando. En este trabajo, realizaremos una breve descripcién de tres (3) puntos
de interés: Turning Points, Bifurcation Points y Hoft Points. Para un estudio detallado de

estos puntos, se puede consultar [2, 3, 6, 13].

Sea u = (X,a) € R™ x R. En esta seccién, supondremos que G : R* x R — R" es
una funcién diferenciable, denotaremos por g;, i =1,---,n las funciones coordenadas de

la funciéon G y G, denotarad su matriz Jacobiana, definimos:

0x1 Oxn 14
GX = y GOC =
0xq 0Xn o



(=2
<

DEFINICION 1.2.1. Diremos que u es una solucién regular de (1.1) si G(u) =

Rg(Gu) =n.

DEFINICION 1.2.2. Diremos que uy € R™' es un punto singular de (1.1) si uy es un

punto de equilibrio y G, (ug) es singular.

Observacién:

e Si la matriz G, es singular, entonces det(G,) = AMA;---A, = 0, donde A; son los
autovalores de la matriz V i = 1,---,n. Esto implica que, al menos uno de los

autovalores es cero.

La deteccién de puntos singulares se puede realizar a través de funciones de control
T(u) que permitan saber si el punto actual estda cerca de un punto singular. Por ejemplo,
se puede considerar T(u) = det(G,(u)) y monitorear los puntos en los que T se anula. Sin
embargo, a medida que aumenta el niimero de variables del sistema de ecuaciones, el calculo
del determinante se vuelve mas complejo e inestable numéricamente. Otra alternativa es

realizar el calculo de los autovalores de la matriz G, que estén cercanos a cero.

DEFINICION 1.2.3. Diremos 1y € R™! es un Simple Turning Point, si se cumple que 1y

es un punto singular de (1.1) y dim(Kernel(G,)) = 1.

Observaciones:

e Note que, si dim(Kernel(G,)) = 1 entonces se debe cumplir que G, € Im(G,).

e Los Simple Turning Points son los puntos en los que la curva solucién cambia de

sentido en la direccion del pardmetro «.

e Existen diferentes tipos de Turning Points, la definicién 1.2.3 coincide con las defi-
niciones de Fold point o Simple Turning Point dadas en [2, 3, 6, 13].
e Note que, aunque un punto u sea Simple Turning Point, sigue siendo una solucién

regular de (1.1).



DEFINICION 1.2.4. Sea h: I ¢ R — R™ una curva diferenciable. Diremos que h es

una curva solucién del sistema (1.1) si se cumple que G(h(t)) = 0 Vtel

Ahora daremos una definicién de Bifurcation Points. En estos puntos se intersectan dos

curvas solucion del sistema de ecuaciones.

DEFINICION 1.2.5. Sean h; : I; C R — R™! para i € {1,2} dos curvas solucién de (1.1)
que se intersectan en uy € R™! es decir, existen t; € I; y t, € I, tales que h;(t;) = hy(t,) =
Uy. Diremos que 1y es un Bifurcation Point si existen U; C Iy y U, C I, entornos de t; y t,

respectivamente, tales que Im(hyly,) N Im(haly,) = {uo}

La condicion Im(hyly,) N Im(haly,) = {uo} de la definiciéon 1.2.5 permite garantizar que
sean dos curvas diferentes que pasan por uy, y no dos parametrizaciones de la misma curva.

La figura 1.3 muestra un ejemplo de un Bifurcation Point.

A

h:

Ficura 1.3. Bifurcation Point

Observaciones:

e A pesar de que solo se requieren dos curvas para que un punto sea Bifurcation
Point, en general se debe considerar que pueden pasar mas de dos curvas por el

mismo punto.



e Siuy es un Bifurcation Pointy los vectores tangentes hi(t;) y hj(t;) son linealmente

independientes, por regla de la cadena:

De manera que, evaluado en t; y t;

Gu(up)h(t) =0 y Gyluo)ha(ty) =0

Esto implica que hj(t;), hj(t2) € Kernel(Gy(uyp)), siendo estos vectores lineal-
mente independientes, tenemos que dim(Kernel(G,(up))) > 2. Asi, concluimos
que: si uy es un Bifurcation Point y los vectores hi(t;) y hj(t;) son linealmente

independientes, entonces 1, es un punto singular de (1.1).

DEFINICION 1.2.6. Sea uy = (Xo, &) € R™ un Bifurcation Point, diremos que g es un
Simple Bifurcation Point si se cumple lo siguiente:
(1) G(u) =0
(2) dim(Gy) =n—1
(3) Ga € Im(Gy)

Las condiciones (2) y (3) implican que la matriz jacobiana G, debe tener rango n —
1. Cuando un punto uy es singular, entonces puede ocurrir que este punto sea un Simple
Turning Point o un Simple Bifurcation Point o incluso ambos. Dependiendo del método
de continuacion numérica, se usan diferentes maneras para diferenciar entre ambos y poder

detectarlos. Ahora, veremos una definicién de Hoft Point.

DEFINICION 1.2.7. Sea 1y un punto de equilibrio de (1.1), diremos que ug es un Hoft

Point si la matriz Gy tiene un autovalor imaginario puro.

Cuando una curva solucion tiene un Hoft Point, entonces se sabe que la curva tendra so-

luciones periddicas.



1.3 Métodos de Continuacion. Los Métodos de Continuacion estan basados en un es-
quema predictor-corrector, el cual consiste en dos pasos: Generar una aproximaciéon a la
solucién utilizando informacién previa (paso predictor) y luego, usar esta predicciéon como
aproximacién inicial para algiin método que resuelva un sistema de ecuaciones no lineal (paso
corrector).

A continuacion, se estudian varios métodos de continuacién. En estos métodos conside-

raremos que se conoce un punto de equilibrio (Xy, oto) de (1.1).

1.3.1 Continuacién de Orden Cero. En este método, el paso predictor consiste en fijar
el pardmetro oy = ;1 + Acx con i = 1,--- /N (siendo N el niimero de soluciones que se
desea obtener) y entonces definimos el predictor p; = (X;_1, o). Luego, en el paso corrector
se resuelve el sistema G(pi) = G(Xi, &) = 0. Note que, fijando el pardmetro «;, este sistema
es cuadrado, por lo que se puede utilizar el método de Newton para resolverlo. Ahora,

presentamos un algoritmo de continuacién de orden cero tomado de [10]:

Algoritmo 2 Continuaciéon de Orden Cero
Datos de Entrada: (X, o), A, N.

Datos de Salida: {(x;, O‘i)}i:1,...,N

1: Parai=1,2,--- /N hacer

2. o = i1 + Ax

33 pi= (X1, 04)

4:  Resolver G(X;, ;) = 0 usando Pi

5. Fin Para

Este método puede presentar dos complicaciones: si se utiliza el método de Newton o
algin método similar en el paso 3, no se podra obtener solucién en los puntos singulares del
sistema. El otro problema es que, a pesar de que el método de Newton tiene una convergencia
cuadratica, se necesita que el iterado inicial esté muy cerca de la solucion, por lo que se

necesitaria un mejor vector predictor para que el método sea eficiente.
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1.3.2 Continuacién de Orden 1. Este método permite construir un predictor que esta mas

cerca de la solucion, utilizando el Teorema de la Funcion Implicita sobre la funcién G.

TEOREMA 1.3.1 (Funcién Implicita). Sea D C R™! un abierto y G : D — R"™ una

funcion de clase C'. Si para algin Xy € R™ y algin &y € R se tiene que

—

. G(;{O) OCO) =0

o G, (Xy,y) tiene inversa

Entonces existe un entorno 1 de &g, un entorno V de (Xy, &) y una funcion g: 1 — R™ de

clase C' tal que:

(a) g

(b) (g )eD Vael

(¢) G x)=0 Vacl

(d) Siaxely(X,a) €V, entonces el sistema G(X,a) = 0 tiene solucidn inica vy

estd dada por X = g(a). Ademds:

(1.2) g'(e) = —(Gxlg(e), ) ' Galg(w), &)

Observaciones:

e El resultado (c) garantiza que existe una curva solucién del sistema (1.1) y esta
curva viene dada por (g(a), o).

e El resultado (d) nos dice que la curva (g(«), &) es la unica solucién de (1.1) en el
entorno V.

e La ecuacién (1.2) nos permite calcular el vector tangente a g, el cual nos permite
construir una mejor aproximacion para el vector predictor resolviendo el siguiente

el sistema:



En la préctica se debe resolver el sistema (1.3) en lugar de calcular la inversa de la matriz
Gy, va que este cédlculo puede ser muy complicado a medida de que se aumente el orden de

la matriz.

Para realizar continuacién de orden 1, en el paso predictor se define o; = ;1 + A de
la misma forma que en continuacién de orden cero y definimos X; = Xi_1 + (Ax)g’(oi_1)
donde g'(ai—1) es el vector solucién del sistema (1.3). Luego, nuestro vector predictor es
Pi = (Xi, &). De la misma forma que en continuaciéon de orden cero, se fija la variable «,
lo cual permite resolver un sistema de ecuaciones cuadrado en el paso corrector. Ahora,

presentamos un algoritmo de continuaciéon de orden 1:

Algoritmo 3 Continuaciéon de Orden uno
Datos de Entrada: (X, o), A, N.

Datos de Salida: {(x;, O‘i)}i:1,...,N

1: Parai=1,2,--- /N hacer

2. o = i1 + Ax

3:  Resolver Gg(Xi_1, %i1)g’ (i) = —Gu(Xiz1, 0ti1)
4 Xi =%+ (Ax)g' (o)

5 pi= (X, )

6: Resolver G(x;, o) = 0

7. Fin Para

Este método presenta una mejora con respecto a continuacion de orden 0, ya que permite
calcular un predictor mas cerca de la solucién y por esto, el paso corrector serd mas eficiente.
Sin embargo, en los puntos singulares del sistema (1.3) se pueden presentar complicaciones
en el predictor y en el corrector, ya que se debe resolver un sistema de ecuaciones lineales

donde la matriz de los coeficientes es Gy.

1.3.3 Continuacién por Pseudo-Longitud de Arco. En los métodos que hemos estu-
diado hasta ahora, se varia el parametro « una cierta distancia Ax, para movernos sobre la

curva solucion. Este método de continuacion presenta una ventaja sobre los anteriores, ya

12



que la manera en la que se avanza sobre la curva es mediante una estimacion de la longitud
de arco del siguiente punto. Esto permite que cuando se encuentre en la curva un Simple
Turning Points, ain se pueda ejecutar el paso corrector sobre una matriz que no sea singular.

Por esto, definimos la siguiente funcion,

F: Rn+2 - Rn-ﬁ-]
(1.4)

F(X’ X, S) = (G(X) “)) F(X) X, S))7
donde T : R™? — R es una funcién diferenciable y el pardmetro s denota la longitud de
arco. Tenemos que, si F(Xp, &g, So) = 5, entonces G(Xo, xg) = 0. Se agrega esta funcién T’
de manera tal que, si se encuentra un Simple Turning Point uy = (Xo, «) a lo largo de la
curva, la matriz jacobiana de F tenga rango n+1. Luego, de la misma manera que en los
casos anteriores, fijando el parametro longitud de arco, s, se puede resolver un sistema de

ecuaciones usando la matriz F,,.

Existen diferentes funciones I' que se pueden usar para este caso, y la eleccion de la
misma, depende de las prioridades que se tenga en el momento de ejecutar un cédigo de

continuacion.

Ahora, veremos como contruir el predictor para este tipo de continuacion. Siempre que
G, tenga rango n, se pueden reordenar las columnas de la matriz G, de manera que se
cumplan las hipétesis del teorema de la funcién implicita (sin importar el pardmetro). Esto
implica que existe una curva g : I C R — R™! tal que G(g(t)) = OvVtel Sin pérdida de
generalidad, supongamos que la curva esta parametrizada por longitud de arco, por lo que

I =(0,1), donde 1 es la longitud de la curva. Luego:

(1.5) G(g(s)) =0 = Gug'(s) =0 VseLl

El sistema (1.5) tiene solucién distinta de cero, ya que la matriz G, tiene rango n. El
vector solucién de (1.5) define el vector tangente de la curva solucién g, salvo la magnitud y

el sentido. Después de que se haya realizado una iteracion y se tenga un vector tangente en

13



un punto anterior, al sistema (1.5) se le puede agregar la ecuacién < g'(si), g’(si_1) >=1

por lo que tenemos:

Gug'(si) =0,

(1.6)
< 9/(31)> 9/(81_1) >=1.

Esta ecuacion permite que se mantenga la orientacion con la que se esta recorriendo la
curva, y ademds, se tiene un sistema de n + 1 ecuaciones y n + 1 incognitas. Para poder
definir un predictor usando el vector obtenido en el sistema (1.6), se debe definir el valor del
pardmetro longitud de arco (la distancia en la que se quiere avanzar en la curva). Esto es
debido a que, si se usa una magnitud muy pequena, cuando la curva sea lo suficientemente
estable se estaria realizando cédlculos innecesarios, ya que se puede obtener la informacion
necesaria sin muchas iteraciones. Pero también puede ocurrir lo contrario, si la magnitud
es muy grande se puede perder informacion valiosa en el proceso. En este trabajo, manten-
dremos este pardmetro fijo (stepsize), estudiando principalmente la deteccién de los puntos

singulares que mencionamos en la seccién anterior.

Ahora, una vez definido el stepsize As , podemos definir el predictor de la forma

g'(s
llg’(s

pi = As 3” + (Xi_1, ®i_1), donde g’(s;) es el vector solucién del sistema (1.6).

Algoritmo 4 Algoritmo de Continuacién de Pseudo-Longitud de Arco
Datos de Entrada: (X, o), N.

Datos de Salida: {(x;, ‘Xi)}i:],---,N

1: Parai=1,2,--- /N hacer
2:  Definir el vector g/ resolviendo el sistema (1.6)

3:  Definir el As (stepsize)

/
9¢;

4 pi=Aspry £ (X, aia)
5. Resolver F(Xi, xi, As) = 0
6: Fin Para
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Observaciones:

e En el paso 1, cuando i=1, se tendré que resolver un sistema sobredeterminado ya
que no se tendra un vector tangente de la iteraciéon anterior.

e En el paso 4, al haber fijado el stepsize, se puede resolver un sistema de n+1 ecuacio-
nes y n+1 incognitas, donde ademaés la matriz F,, no es singular para ningun Simple

Turning Point.

En el siguiente capitulo, daremos algunos preliminares sobre los autovalores y autovec-

tores, que facilitaran el estudio de nuestro método de continuacion.
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2. Autovalores y Autovectores

Uno de los principales aportes de este trabajo es definir un modulo predictor que produzca
un buen iterado inicial para el paso corrector. Adicionalmente, deseamos detectar en este
modulo predictor la prescencia de puntos de interés, tarea que puede facilitarse conociendo
parte del espectro de una matriz definida a partir de la matriz jacobiana. En este capitulo, se
desarrollan los conceptos tedricos de autovalores y autovectores y también algunos métodos
para calcularlos, que nos permitiran entender las bases de la propuesta para el modulo

predictor.

Primero, veremos los conceptos necesarios para entender lo que significan los autovalores
y autovectores de una matriz, y su importancia en este trabajo. Supondremos que A € C™*"

es una matriz, x € C" un vector distinto de cero y sea A € C.

DEFINICION: x es un autovector de la matriz A y A es su autovalor correspondiente, si

se cumple que:

Ax = Ax

Al par (x,A) que safisface Ax = Ax se le denomina autopar. El espectro de una matriz A
es el conjunto formado por todos sus autovalores. Este conjunto también puede ser descrito

como:
AA)={zeC:||(z = A)|| =0} ={z € C: (z — A) es singular}

Algunas propiedades importantes de los autovalores y autovectores son las siguientes:
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e Si x es un autovector de A y A es su autovalor correspondiente, entonces ax es un

autovector asociado a A, donde x € Cy « #£ 0

e det(A) = A, -+, Ay, donde Aqy - -+, A, son todos los autovalores de la matriz A,y

det(A) representa el determinante de A.

e traza(A) = Y ' | A, donde Ay, -+, A, son todos los autovalores de la matriz A, y

traza(A) representa la traza de la matriz A.

e La matriz A es singular si y solo si A tiene un autovalor igual a cero. Si la matriz A
es no singular y (x,A) es un autopar de A, entonces (x, %) es autopar de la matriz

AT

En diferentes problemas de la ciencia y la ingenieria, se utiliza la informacién de los
autovalores y autovectores de una matriz para describir el fenémeno que se esta estudiando.
En nuestro trabajo, los autovalores cercanos a cero de una matriz, definida a partir de la
matriz jacobiana de G, nos permitira detectar si nos estamos acercando a un punto de interés.
También, los autovectores asociados a estos autovalores nos permitiran definir el vector
tangente a la curva solucién y como diferenciar entre los puntos STP y SBP. Supongamos

que A = 0 es un autovalor asociado a un autovector x de la matriz A, entonces:

Esto implica que el vevtor x se encuentra contenido en el Kernel de la matriz A. Por
esto, al aproximar el autopar (x,A) donde A estd cercano a cero es similar a aproximar el

Kernel(A) y la dimensién del mismo.
Observacion:

e Si dim(Kernel(A)) > 0 entonces existe un autovalor de la matriz A igual a cero.
Si existe un autovalor igual a cero, entonces dim(Kernel(A)) > 1. Sin embargo, la

dimension del Kernel no representa la multiplicidad del autovalor cero.
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DEFINICION Sea pa(z) = det(A — zI), al polinomio p se le denomina polinomio carac-

teristico de matriz A.

Note que, si pa(z) = 0, entonces det(A—zI) = 0. Por la propiedad 2, se tiene que A—zI es
singular, lo cual implica que existe v € Kernel(A—zI) tal que (A—zI)v = 6y luego, Av = zv.
Reciprocamente, si z es autovalor de A, entonces (A —zI)v = 6, con v € Kernel(A — zI), lo
cual implica que la matriz A —zI es singular, y por esto det(A —zI) = 0. Hemos demostrado
que, podemos detectar los autovalores de la matriz A, calculando las raices del polinomio
caracteristico. Luego, por el teorema fundamental del algebra pa(z) = (A —z) -+ (An — 2),

donde Aq, - -+, A, son los autovalores de la matriz A.

2.1 Calculo de Autovalores y Autovectores. En esta seccién, se estudian varios méto-
dos para calcular los autovalores y autovectores de una matriz. Primero, veremos el método
de las potencias, el cual no fue utilizado en este trabajo, pero sigue siendo un método impor-
tante cuando se necesita calcular un solo autopar de la matriz. Luego, veremos el algoritmo
QR, el cual nos permite calcular todo el espectro de una matriz cuadrada. Este método
fue utilizado en nuestro trabajo mediante la funcién eig que se encuentra en el ambiente
Matlab. Y por tltimo, veremos el método Iram, el cual permite calcular un ntimero deter-
minado de autovalores y autovectores de la matriz. Este método fue utilizado en nuestro

trabajo mediante la funcién eigs del ambiente Matlab.

2.1.1 Método de las Potencias. Este método permite calcular el autovalor A de mayor
moédulo de la matriz A. Se garantiza la convergencia del método cuando existen n autovec-

tores linealmente independientes de la matriz A.

Este método solo nos permite calcular un solo autopar (x,A) de la matriz A. En la préacti-
ca, considerando que un autovalor puede tener multiplicidad mayor que uno, es recomendable

utilizar un método que permita hallar méas de un autovalor.
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Algoritmo 5 Método de las Potencias

Datos de Entrada: x, iterado inicial distinto de cero, Nmax numero maximo de itera-
ciones, A matriz con n autovectores linealmente independientes.

Datos de Salida: x autovector de la matriz A, A autovalor asociado a x

3: Mientras i < Nmax o ||[Ax — Ax|| > tol hacer
4: x=Ax
5. Si||x| =0 Parar Fin Si

X

6: X = =5
129

7. A=x'Ax

8 1=1+1

9: Fin Mientras

A pesar de que la convergencia de este método es muy lenta, sigue siendo utilizado
en algunos casos donde se requiera calcular el autovalor de mayor moédulo para matrices

dispersas, o también, matrices que este bien condicionadas.

2.1.2 Algoritmo QR. Este Algoritmo permite el calculo de los autovalores de la matriz A,
usando un método de factorizacion QR. Esta factorizacién permite encontrar dos matrices
Q v R tales que A = QR, siendo Q una matriz ortogonal y R una matriz triangular superior.
En nuestro trabajo se utilizé la funciéon eig de Matlab, la cual utiliza el algoritmo QR para

el calculo de autovalores de una matriz cuadrada.

Este algoritmo converge a una matriz triangular superior que es similar a A, ese decir,

tiene los mismos autovalores de A. Para un estudio méas detallado se puede consultar [8].
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Algoritmo 6 Algoritmo QR
Datos de Entrada: Matriz A cuadrada de orden n.

Datos de Salida: {A}l*; autovalores de la matriz A.

1: A=A
2:1=1
3: Parai=1,---, hasta tener convergencia hacer

4: A; = QiR; Factorizacién QR de la matriz A4
A = RiQ;

6: Fin Para

ot

2.1.3 Método Iram. Este método se encuentra basado en la factorizacion de Arnoldi, el
cual es un método de proyecciones ortogonales sobre un espacio de Krylov. Este proceso

consiste en hallar dos matrices V,,, v H,, tales que:

AV, =~ Vi Hp

donde V,, es una matriz cuyos m vectores columnas son ortogonales y forman una base del
espacio de Krylov de dimensién m << n; y H,, es una matriz de Hessenberg. Este método
es ampliamente utilizado cuando la matriz es de grandes dimensiones y dispersa; y ademas

se quiere hallar solo unos cuantos autovalores en una regién determinada.

En este trabajo, utilizamos eigs, version de Iram en Matlab, solicitando algunos autova-
lores cercanos a cero. El algoritmo del método de iram pérmite hallar los autovalores con
alguna caracteristica buscada, en nuestro caso, se utilizé el caracter ”sr”para obtener los
autovalores con parte real menor que cierta tolerancia.

En el siguiente capitulo, veremos las justificaciones tedricas para el método de continua-

cién numérica por pseudo-longitud de arco que se propone en este trabajo.
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Algoritmo 7 Método Iram

Datos de Entrada: Matriz A, m niimero de autovalores buscados, "sr”tipo de autovalores
buscados.
Datos de Salida: {A;}*; autovalores.
1 k=2m.
2: AV = ViHy Factorizacién de Arnoldi.

3: Calcular {Ay, - -+, A} autovalores de H,,, que satisfagan la condicién ”sr”.
4: Mientras k < n y{Ay,---,An} no satisfagan la condiciéon ”sr”. hacer
5: k=k+1.

6: AVy = VyHy Factorizacion de Arnoldi.
7. Calcular {Ay, -+, A} autovalores de H,, que satisfagan la condicién ”sr”.

8: Fin Mientras
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3. Propuesta de Esquema Predictor-Corrector

En este capitulo, presentamos un algoritmo de continuacion por pseudo-lomgitud de arco con
el que se podra calcular el vector tangente y detectar puntos singulares mediante el calculo
de autovalores y autovectores de una matriz J¢, definida a partir de la matriz Jacobiana de

G. Primero, estudiaremos los cédlculos necesarios para obtener el predictor.

Ahora, justificamos los calculos necesarios para construir un predictor de segundo orden.
Para ello necesitaremos encontrar los vectores h' y h” de la curva solucién h. Recordemos
que G : R" x R — R™ es una funcién diferenciable y ug = (Xy, &) es un punto de equilibrio

de G.

3.1 Calculo de vectores h' y h”. En la seccién anterior vimos que, cuando la matriz G,
tiene rango n, entonces Gy, tiene n columnas linealmente independientes. Luego de reordenar
las columnas de la matriz, se cumplen las hipétesis del Teorema de la Funcién Implicita, por
lo que exite una curva solucién del sistema definido por G. Sea h : (0,1) ¢ R* — R™!
la reparametrizacién por longitud de arco de la curva solucién y ademas sy € (0, 1) tal que

h(sy) = uy. Entonces:
G.h(s)=0  Vse(0,L).

A partir de este sistema, tenemos que el vector tangente h’ estd contenido en el Kernel
de la matriz G,, y también, los vectores contenidos en el Kernel de G,,, difieren del vector

h’ solamente en sentido y en magnitud.
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En esta parte, omitiremos el parametro longitud de arco, es decir, consideraremos que
las funciones estéan evaluadas en sy € (0,1). Recordemos que gi, i € {I,---,n}, son las

funciones coordenadas de la funcion G. Consideremos la matriz:

0xq OXn 0Xn 41
'E pu—
] 9gn R dgn dgn
0xq Oxn MXni1
0

PROPOSICION 3.1.1. El Kernel de la matriz Gy, es igual al Kernel de la matriz Je, es

decir, Kernel(G,,) = Kernel(Jg)

DEMOSTRACION. Sea v € R™' entonces se cumplen las siguientes implicaciones:

v e Kernel(Jg) & Jg-v = 0 =< vgi,V>=0 Vie{l,..,n} & Ve Kernel(G,,)

g

Sabemos que la matriz Jg debe tener rango n siempre que la matriz G, tenga rango
n. Esto implica que 0 es autovalor de Jg con multiplicidad 1. Ahora bien, el autovector v
asociado al autovalor O esta contenido en el Kernel de Jg, por la proposicién 3.1.1, tenemos
que H%H = h/(s). Asi, el cdlculo del autovector v asociado al autovalor O nos permite encontrar

el vector tangente a la curva solucion h.

En esta parte, supongamos que se conocen las segundas derivadas de las funciones coor-
denadas de G. Sin embargo, cuando presentemos el algoritmo de continuacién estimaremos
el vector h” mediante la resta de vectores h'. Esto es debido a que, en la préactica, es muy

dificil que se tengan las segundas derivadas.

De la ecuacién (1.5) tenemos:

991 ... Q91 _0g1 h
0x1 Oxn MXni1 1
Gu-h' =0= : =0
9gn .., 9gn dgn /
oxg Oxn  OXny1 n+1



Asi, para la fila 1 tenemos:

00; 0g;
<( g»" —9) (hh ) 1/1+1)>:O

0x aXnH

Derivando a ambos lados:

= < Vi h'>=0

(3.1) <(vg) h' >+ < vyg,h" >=0

Realizaremos el calculo de (7gi)’

r agi,
(VQJ - (6X1 ) )

Por regla de la cadena

n+1 azg n+1
< <; 0% axk Z aan axk
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0%g;

axn+1 aX]

n+1

— 0Xn 10X

),h’>+<vgi,h” >=0

hi +

azgi

m)

2
aZXnJr]

2

n+1
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n+1 azg n+1
hhi4- -+ Z aXH h 1+ < g, h' >=0

— 0Xx710%x

n+1 /n+1 azg ntl /mil azg
i 11/ " __ . _ i
E (g_] - anhkhj> + < vgi,h" >=0, haciendo ¢; = — E ( ox, axk )

Para cada fila nos queda:

< vghh// >=C1

<Vgmh' >=c,

Asi, tenemos el sistema:

C1
Gy h'"(so) =¢ donde ¢=

Cn

Tenemos n + 1 incégnitas y n ecuaciones. Usando que el vector tangente h' y el vector
h” deben ser ortogonales, tenemos que < h’(sy), h”(sy) >= 0. Finalmente, obtenemos el

sistema:

Gy, h'(so) =¢

(3.2)
< h'(sg), h"(sp) >=0

El sistema (3.2) tiene n+ 1 ecuaciones y n+ 1 incégnitas. En la seccién 3.4 veremos que
si a la matriz G,,, se le agrega el vector h’ como una fila, entonces la matriz resultante tiene

rango completo. Esto implica que el sistema (3.2) tiene solucién tnica.
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3.2 Definicién del Predictor. Hemos encontrado los vectores h'(so) y h”(so), ahora cal-
cularemos un vector predictor usando estos vectores. Haciendo el desarrollo de Taylor de

grado 2 de la curva h centrado en el punto sy, tenemos:

h”(s0) (s — so)?

=h(so) +h'(so)(s —so) + 3

Ahora bien, se desea obtener el predictor a una distancia A > 0 del punto sy, por lo que

evaluaremos la expresion anterior en el punto sy + A. Denotando por p al predictor:

h”(so)(so + A —sp)?
2

p = h(so) +h'(s0)(s0 + A —s0) +
Y asi, definimos el predictor:

}\Zh//(so)

(3.3) P = h{so) +Ah(s0) + ~

Este predictor de segundo orden ha sido utilizado en [3], ya que permite reducir el niimero
de iteraciones del método de Newton en el paso corrector. También, en [7], proponen construir
un predictor de mayor orden, dependiendo de cuantas soluciones se hayan calculado del

problema.

3.3 Detecciéon de Puntos de Interés. Ahora, describimos la manera en la que detecta-
remos algunos puntos de interés sobre la curva solucién. Con este método se pueden detectar
tres tipos de puntos: los Simple Bifurcation Points (SBP), los Simple Turning Points (STP)
y los Hoft Points (HP).

Primero, veremos que podemos detectar los puntos singulares SBP y STP sobre la curva

solucion detectando los autovalores cercanos a cero de la matriz Jg. La manera en la que
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diferenciaremos entre ellos serd mediante los autovectores asociados a los autovalores cercanos

a cero.

Sabemos que la matriz Jg tiene por lo menos un autovalor igual a cero, esto implica que

su polinomio caracteristico debe ser de la forma:

P.(Je) = det(Jg — AI) = AP(A)

Siendo P un polinomio de grado n.

PROPOSICION 3.3.1. Seauy un punto de equilibrio del sistema de ecuaciones G, entonces:

det(Je — AI)

= det(G, — Al
A
DEMOSTRACION. Tenemos que:
0g og
B A T
G, —Al= :
agn agn
£ S A

Luego, usando la regla de Laplace para el calculo del determinante:

(3.4) det(G, — Al

0g; i 0g;
(a VA + kZa—

Donde Ay es el adjunto del elemento de la fila 1 y la columna k, es decir, el determinante

de la matriz resultante de eliminar la fila 1 y la columna k multiplicado por (—1)'*.

Por otra parte, tenemos que:
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Q1 ) ... 991 091

0xq Oxn 0Xn i1
]E - }\I -
dgn Ogn 0gn
6971 T ag—n —A aXrgmﬂ
0 —A
Luego:
(3.5) det(Je —AD) _ (G = NAn+ 315, 58 A

Siendo Aqy el adjunto correspondiente al elemento de la fila 1 y columna k de la matriz

Je — AL Luego, usando la ultima fila de cada adjunto Ak y usando nuevamente la regla de

Laplace:

(3.6) A = —AAy

As, sustituyendo Ay en la ecuacién (3.5), y por la ecuacién (3.4) tenemos:

n

t(Je — AL ) 0
1 k=2

A 0x 0xy

det(Je — Al

7\ = det(G, — Al)

0

PROPOSICION 3.3.2. Sea uy un punto singular del sistema de ecuaciones G, entonces:

. det(Jg — Al
lim ———=
A—0 A

=0
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DEMOSTRACION. Si el punto uy es un punto singular, entonces se debe cumplir que:

(3.7) lim det(G, — Al) = 0

Usando la proposicién (3.3.1) y tomando el limite cuando A tiende a cero, obtenemos el

resultado:

A
i S€tUE=AD ) det(G, — Al) = 0

A—0 A A—0

Obsevaciones:

e Por la proposicién 3.3.1, podemos detectar los Hoft Points calculando los autovalores

imaginarios puros de la matriz Jg.

e Por la proposicion 3.3.2, tenemos que los autovalores distintos a cero de las matrices
Gx v Je son los mismos. En nuestro cédigo de continuacién, en cada iteracion se
buscaran los autovalores de la matriz Jg tales que |A| < tol, siendo tol una tolerancia
determinada por el usuario, para asi poder detectar los puntos singulares. Cuando
se tenga mas de un autovalor cercano a cero, nos estaremos acercando a un punto

singular.

PROPOSICION 3.3.3. Sea wy un punto de equilibrio. Si uy es un SBP, entonces se debe

cumplir que dim(Kernel(Jg)) = 2.

DEMOSTRACION. Como vimos en la seccién (1.2), si un punto uy es un SBP, enton-
ces necesariamente se debe cumplir que Rg(G,,) = n — 1. Por el teorema de la dimen-
sion, esto implica que dim(Kernel(G,,)) = 2, y por la proposiciéon 3.1.1, tenemos que

dim(Kernel(Jg)) = 2.

Obsevaciones:

e El Reciproco de la proposicion 3.3.3 no es cierto. Consideremos la siguiente funcion:
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f:R> — R?, dada por
f(x,y,z) = (x+y+z,x+y +2)

La jacobiana de f viene dada por:

Note que, cualquier punto sobre el plano determinado por la ecuaciéon x+y+z = 0
es un cero de la funcién f, y ademads, cualquier curva sobre este plano es una curva

solucién del sistema. Sin embargo, dim(Kernel(Jg)) = 2 en todo punto.

e Hemos demostrado que se pueden detectar los puntos singulares del sistema G cal-
culando los autovalores cercanos a cero de la matriz Jg. Cuando se encuentre un
punto singular, este podra ser un STP o un SBP. Para poder distinguir entre ellos,
calcularemos los autovectores asociados a los autovalores cercanos a cero cerca del
punto singular. Si estos vectores difieren mucho entre si (con una cierta tolerancia),
entonces sera un SBP, ya que estos son los 2 vectores tangentes de las dos curvas

que pasan por el punto. En caso contrario, sera un STP.

e Si un punto uy se encuentra cerca de un SBP o de un STP, se espera que existan por
lo menos 2 autovalores Jg que satisfagan la condicién [A| < tol. Si esta condicién se
satisface para mas de 2 autovalores de Jg, entonces se tendré que estudiar los auto-
vectores asociados a estos autovalores. Si el espacio generado por estos autovectores
es de dimension mayor que 2, se tendrd un un tipo de singularidad diferente que a

la que se estudié en este trabajo.

e Este método se puede generalizar para mas de dos curvas que se intersectan en un
punto, pero se debe tomar en cuenta que solo puede detectar aquellos puntos donde

los vectores tangentes de las curvas solucion sean linealmente independientes.

Recordemos que uy € R™! es una solucién regular si G(ug) = 0 y Rg(G,) =n.
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3.4 Paso Corrector. Como vimos en el capitulo 1.3.3, en los métodos de pseudo-longitud
de arco se debe definir una funcion F que permita avanzar a lo largo de la curva solucién me-
diante la longitud de arco y por esto, permitiendo encontrar una solucién en todos los puntos
regulares de la curva. En esta parte, definimos nuestro sistema F y ademas, demostramos

que, en efecto, no se tendran dificultades en ninguna solucién regular.

Sea Uy una solucién regular del sistema de ecuaciones (1.1), sea v = (vy,-+- , V1) el
vector tangente a la curva solucion en el punto uy y sea p el predictor definido mediante la

ecuacién (3.3). Primero, definimos la funcién T*:

MR —R

FX o) =< v, (X, &) >— < v,p,>

Note que, en nuestro método consideraremos el parametro longitud de arco constante (la
longitud con la que avanzamos sobre la curva es constante), por esto, el dominio de nuestra

funcién T es R™'. Ahora definimos;

F:R" — R" mediante

(3.8)
F(X, &) = (G(X, o), T'(X, )

La Jacobiana de F en el punto uy viene dada por:

0xq Oxn 14
F, =
o dgn ... dgn dgn
0xq OXn o
Vi -+ Vn Vnp

PROPOSICION 3.4.1. La matriz Fy, es inyectiva.

DEMOSTRACION. Sea w € Kernel(F,,), entonces:
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0xq Oxn 14
Fuy - W = W =0
9gn 9gn  9gn
0xq OXn o
Vi Vn  Vnti
Luego:
<Vg,w>=0 Vi=1-.--'n
<V,w>=0

Esto implica que w € Kernel(G,,), de manera que w es un vector tangente a la curva en

—

el punto uy. Luego w = ¢V, con ¢ € R. Como < v, w >= 0, entonces necesariamente w = 0.

Asi, la matriz F, es inyectiva.

Observaciones:

e Como la matriz F,, es inyectiva, entonces no es singular. Esto implica que, siempre

que g sea una solucion regular, se podra resolver el sistema (3.8) mediante el método

de Newton o alguno semejante.

e El método de Newton necesita de un buen iterado inicial para poder aprovechar que

tiene una convergencia cuadratica. Al utilizar el predictor p como iterado inicial

para la funcién F, se tendréd que:

F(p) = (G(p), T(p)) = (G(p),0) ~ 0

El error que tendra el predictor sera el error que obtiene por el desarrollo de

Taylor de grado 2 de la curva solucién.
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4. Implementacion

En este capitulo, presentamos el algoritmo de continuacién con el cual se utiliza el predictor
de segundo orden y la funciéon F que definimos antes en el paso corrector. Denotaremos por
Je(u) a la matriz Jg que definimos en la seccién anterior, evaluada en el punto u = (X, @) €
R™'. Las variables TP, BP y HP representan los Simple Turning Points, Simple Bifurcation

Points y Hoft Points que se encuentran en la curva.

Algoritmo 8 Propuesta
Datos de Entrada: uy, N, tol;, tol,, As.

Datos de Salida: {wi};,_; , TP, BP, HP

1: Parai=1,--- N hacer

2:  Calcular los autovalores de la matriz Jg(ui_1) y sus autovectores asociados.
3:  Si Existe un autovalor de Jg(w;_1) que sea imaginario puro entonces

4: u;_; estd cerca de un Hoft Point.

5.  Fin Si

6:  Si Jg(ui_1) tiene mas de 1 autovalor cercano a cero entonces

7 Determinar si el punto singular es STP o un SBP usando tol;.
8: Fin Si
9:  Definir el vector tangente h{ ; con el autovector correspondiente..
10:  Calcular el vector h{"; resolviendo el sistema (3.2) o mediante la resta de vectores
tangentes previamente calculados.
11:  Definir el predictor p; = ui—1 + (As)h{ + %zh{l.
12:  Realizar el paso corrector: F(u) = 0 usando el predictor p; y la tolerancia tol,

13: Fin Para
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Cuando se va recorriendo la curva solucion es muy poco probable que se logre detectar el
lugar exacto donde se encuentra un punto de interés, porque siempre existe un cierto error
de aproximacién. Al realizar el codigo definiremos como puntos de interés a aquellos puntos
dentro del entorno que cumplan mas fuertemente una condicién especifica. Por ejemplo,
si tenemos varios puntos en un entorno de un Hoft Point, definiremos como HP al punto
cuyo autovalor asociado tenga su parte imaginaria més grande. En las siguientes secciones,

estudiaremos la manera de realizar los procedimientos del algoritmo anterior.

4.1 Calculo de Autovalores y Autovectores. Se realizaron dos cédigos de continuacién
del algoritmo 1, usando dos maneras diferentes de realizar el paso 1. La primera forma fue
usando la funcién eig y la segunda forma fue usando la funcion eigs. Estas funciones vienen

incorporadas en el ambiente Matlab.

La funcién eig tiene como datos de entrada la matriz a la cual se le quieren calcular los
autovalores y autovectores (en nuestro caso, la matriz Jg) y tiene como datos de salida dos
matrices que denominaremos V y D. Las columnas de la matriz V son los autovectores de la
matriz Jg y la matriz D tiene ceros en todas sus entradas, menos en la diagonal. El elemento

D;; de la diagonal de D es el autovalor asociado a la columna i de la matriz V.

La funcién eigs tiene como datos de entrada una matriz cuadrada (en nuestro caso es
la matriz Jg), un nimero entero m (el nimero de autovalores que se quiere obtener), y un
caracter que indica los autovalores de la matriz Jg que se desean calcular. En nuestro caso,
se definié el caracter "sr” (Small Real) para que se busquen los autovalores de médulo més

pequeno de Je.

Como datos de salida, la funcion eigs tiene dos matrices V,,, y Dy, donde las columnas
de la matriz Vi, son los autovectores de la matriz J¢ y la matriz D,, tiene ceros en todas
sus entradas, menos en la diagonal. La diferencia es que estas matrices son de orden m (en

nuestro caso se utilizé6 m = 3).

La funcién eig célcula todo el espectro de la matriz J¢ utilizando el método de factori-

zaciones QR, se puede consultar este tema en [1]. La funcién eigs célcula solo una parte del
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espectro utilizando el método de Arnoldi, el cual consiste en realizar proyecciones ortogonales
sobre un espacio vectorial que se denomina Espacio de Krylov. Este método es cominmente
utilizado para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Para un estudio mas detallado de
los Espacios de Krylov o sobre el método de Arnoldi se puede consultar [12]. Al realizar la

factorizacién de Arnoldi de la matriz Jg, se obtendran dos matrices

(41> JE : Qm = Qm' Hm

donde la matriz Q,, es ortogonal y la matriz H;, es una matriz Hessenberg. El entero m
representa el nimero de columnas de la Q,, y también el orden de la matriz H,;, (la matriz

de Hessenber es cuadrada).

La ventaja que presenta el método de Arnoldi es que realiza la factorizacién de manera
tal que los autovalores buscados son los autovalores de la matriz H,,. Asi, si se elige un m
tal que m << n+1 (n+1 es el orden de la matriz Jg) se podrdn obtener los autovalores

deseados de la matriz Jg con muchas menos iteraciones.
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4.2 Calculo del Vector Tangente y Detecciéon de Puntos Singulares. En la seccién
3.3, vimos que podemos detectar los Simple Bifurcation Pointsy los Stmple Turning Points
mediante los autovalores cercanos a cero de la matriz Jg. Sabemos que cerca de un punto
singular la matriz J¢ tendra mas de un autovalor igual a cero; por esto, durante la ejecucién
del codigo se monitorearan los autovalores mas pequenos de Jg. En esta seccion, estudiaremos

los procedimientos necesarios para realizar los pasos 7,9 y 10 del algoritmo de la propuesta.

En la ejecucién del codigo se tendran dos tolerancias que se involucran en la deteccién

de los puntos singulares:

e La primera tolerancia, denotada por tol;, permitira detectar cuando nos estemos
acercando a un punto singular. Esta tolerancia representa que tan cercanos a cero se
consideraran los autovalores de Jg como puntos singulares verificando que se satisfaga
la condicién |A| < tol;. Si se encuentra un solo autovalor que cumpla la condicién
anterior, entonces este punto no estara cerca de un punto singular; si se encuentran
dos autovalores que cumplan la condiciéon anterior, entonces el punto estara cerca de
un Sitmple Bifurcation Point o un Simple Turning Point y si encuentran mas de dos
autovalores que satisfagan la condicién anterior; se debera verificar la dimension del
espacio generado por los autovectores asociados: si la dimensién es menor o igual a
2 el punto serd un STP o un SBP, y si la dimensién es mayor que 2 se tendra un

tipo de singularidad que no se estudié en este trabajo.

De esta forma, cuando nos estemos acercando a un SBP o a un STP, estaremos
definiendo un entorno sobre el punto singular y cuando se deje de cumplir la con-
dicién [A] < tol; significard que no estaremos dentro del entorno. Los puntos de la
curva dentro de este entorno tendran por lo menos 2 autovalores cercanos a cero,
se guardara el valor del segundo autovalor més pequeno (el autovalor mas pequeno
serd el asociado al vector tangente) y luego, definiremos como punto singular al

punto asociado al segundo autovalor mas pequeno.

e Si un punto u; es un SBP, entonces los autovectores asociados a los autovalores

cercanos a cero son linealmente independientes. En nuestro cédigo determinaremos
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si los vectores son linealmente independientes mediante el angulo que se forma entre
ellos. Para ello, al tener dos autovalores que satisfacen |[A| < toly cuyos autovectores
Vi y v; cumplen que (1— < vy, v, >) > 107", entonces el punto es un SBP. En caso

contrario, se tendra que el punto es un STP.

Note que, considerando que los vectores v; y v, estan normalizados, entonces
< vi1,v; > representa el coseno del angulo formado entre estos vectores. Si los
vectores son linealmente dependientes, entonces < vi,v; >= 1. (Se debe asegurar
que los vectores se encuentren orientados de la misma manera, para evitar que el

producto escalar sea negativo).

Ahora, en el siguiente algoritmo mostramos el procedimiento para los pasos (6) y (9) del
algoritmo de la propuesta en la iteracién i = 1,..,N. Sean |D¢| < --- < |D;| los autovalores
de Je(ui—1) que cumplen la condicién |Dj| < tol; y sean vy, - - - ,v; los autovectores asociados

a los Dj.

Algoritmo 9

1: Si dim(spam({vq,---,vn})), Parar Fin Si

2: Sij =2 entonces

3:  cosy =<v,hi >

4:  Sicos; < 0entonces cos; = —cos; vy vi = —v; Fin Si
5 €0S; =<V, hi 1 >

6: Sicos; < 0entonces cos; = —cos; y vi = —v; Fin Si
7:  Sicos; > cos; entonces h; = vy

8 Sinoh; =v, Fin Si

9:  Si(1—<vy,v; >) > 107" entonces bp = 1

10: Sinotp=1 Fin Si

11: Fin Si

12: Sij =1 entonces

13: hi =w;
14:  Si(< hy, hi_; >) < 0, entonces h; = —h; Fin Sin
15: Fin Si
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4.3 Paso Corrector. En esta seccién, se estudia la manera en la que realizaremos el pa-
so corrector en el cédigo de continuacion. Como vimos en el capitulo anterior, la matriz
jacobiana de la funcién F : R™!' — R™' definida por F(X,a) = (G(X, ), (X, «)) no
es singular en una solucién regular uy. Recordemos que la funcién I' viene definida como
INX, o) —< v, X, & > — < v,p; >, donde p; es el predictor obtenido en la iteracién i del

algoritmo de la propuesta. La matriz jacobiana de F evaluada en u, viene dada por:

0g; 991 9g
0xq 0Xn o

F. =
to ogn dgn ogn
0xq Oxn 14
V1 Vn  Vnti

En el siguiente algoritmo, se utilizé el método de Newton sobre la funcién F para realizar
el paso corrector del algoritmo de la propuesta. Supondremos que se esta ejecutando la
iteracion 1, donde p; es el predictor obtenido en la iteraciéon i y denotaremos por xs; a la
solucién obtenida por el corrector. Omitiremos el parametro « en el siguiente algoritmo,
consideraremos que la ultima coordenada de xs; corresponde a la coordenada del parametro

X.

Algoritmo 10 Paso Corrector de la Propuesta
Datos de Entrada: tol;, h{, p;.

Datos de Salida: xs;

1: XSi = Pi

2: =1

3: Mientras j < Nmax vy ||[F(xs;)|| > tol; hacer
4 X =XS$4

5. Resolver el sistema F, x z = F(x)

6: XSi=X—2

7: Fin Mientras
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Observaciones:

e En el paso 3, se espera que se pueda satisfacer la condicién ||F(xs;)|| > toly antes de
20 iteraciones. Recordemos que el error que tiene el punto inicial (el predictor) es el
error de realizar el desarrollo de Taylor de grado 2 y también, el error de estimar la

segunda derivada mediante la diferencia de los vectores tangentes anteriores.

e En lugar de usar el método de Newton, en el paso corrector se puede utilizar cual-

quier método que resuelva ecuaciones no lineales que requiera de un iterado inicial.
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5. Pruebas Numéricas

En este capitulo, mostramos los resultados de ejecutar los dos codigos de continuacién so-
bre algunos ejemplos, y también realizamos unas pruebas de tiempo sobre los codigos que

mostraran en cuales casos es preferible usar alguno de los dos métodos.

Problema 1. La figura 5.1 representa un circuito eléctrico compuesto por un amplificador,
dos diodos y un conjunto de nodos y resistencias. En este médelo, tomado de [13], se estudia

como varia el voltaje de salida en el nodo x¢ para distintos voltajes de entrada «.

39 10
—— 11—
51 ~ X2
1~ [ 1—&—
X1 | ‘E%UA 0.201 | X
10| O
X3 | ’/",
v 13 ]
S 25.5 VY (v !
- x4} — % X5
|
0.62
Vi)
:: Resistencia Y :: Diodo
e :: Nodo O :: Amplificador

FicuraA 5.1. Diagrama del Circuito

El amplificador y los diodos son modelados por las siguientes ecuaciones
Ua(U) = 7,64 arctan(192U) y I(U) = 5,6 x 1073(e®" — 1), respectivamente. Aplicando la

primera ley de Kirchoff () ,, = ) ) se construye el sistema de ecuaciones del circuito:
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Rel!
2

91 (
92(X, &)
93(X, &)
9a (X, )
gs(X, )

gé(iv OC)

1 1 1

(%1 —Xs)m + (% —Xz)@ + (1 — 06)5—1 =0
(x2 _X6)11_0 +1(x%) + (Xz—xﬂ% =0

(%3 —Xl)m + (Xs—XUﬁ =0

(X4 —X3)2517 + (M)ﬁ + (x4 —x5) —0,62=0

(x5 —xdﬁ +x5 —x4 +1I(x5) =0

1 1
(X6 —Xz)ﬁ + (Ua(x3 —x1) _x6)0,201 + (%6 _x5)§ =0

Usando los c6digos de continuacién, obtenemos dos conjuntos {(Xi, &)}, de soluciones

de G(X, ) = (g1, -+, g¢) paravaloresde o € [0,1] Vi=1,---,n. Lafigura 5.2 muestra un

diagrama de bifurcacion realizado con los pares ordenados (i, [Xi]) con [X;] = xg) obtenidos

con el cédigo que usa eig.

fe,
*.
.
*e
.

.
L
..
.
*s

.
*

,,

s,

FI1GUrA 5.2. Diagrama de Bifurcacién del Circuito (cédigo eig)
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En la figura 5.3 vemos un diagrama de bifurcacién realizado con los pares ordenados

(i, [Xi]) con [Xi] = X(Gi) obtenidos con el cédigo que usa eigs.

L B . . #  Tuming Point
& + Entomo del Turing Point

%]
T

1}
01 02 03 04 05 06 o7 (k]
Parametro o

FIGURA 5.3. Diagrama de Bifurcacién del Circuito (cédigo eigs)

Las soluciones de los dos cédigos satisfacen una tolerancia de 107'°. El cédigo que usé eig
se demord 19.7265 segundos en calcular las 120 soluciones de la grafica 5.4, el codigo que
utilizé eigs se demord 19.4270 segundos en hallar las 120 soluciones. En la seccién 5.1 veremos

un ejemplo que muestra aproximadamente cuando se puede usar el cédigo que usa eig o el

que usa €eigs.
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Problema 2. El siguiente ejemplo, tomado de [5], es un sistema de ecuaciones llamado
Brusselator, el cual modela la reaccion conocida como Belusov-Zhabotinsky. Este sistema
de reaccién y difusién se genera a partir de la discretizacion de una ecuacion en derivadas

parciales (EDP), la cual se sabe que tiene comportamiento oscilatorio.

El sistema esta formado por:

X — DX L A —(B—1)X + XY

(51) ot [20x?2
o _ Dy L BX — X2V

donde X, Y;A,B : [0,1] x R — R representan las concentraciones de los reactivos, x es
la variable espacial y t la variable temporal. L representa la longitud de los reactivos y Dy
y Dy son constantes de difusion. En nuestro ejemplo, consideraremos los reactivos A y B

constantes. En los bordes x =0 y x = 1 se establecen las condiciones de Dirichlet:

X(0,t) = X(1,t) = A
Y(0,t) = Y(1,t) = B/A

Nos interesa estudiar las soluciones de (5.1) que sean independientes del parametro tem-

. X _ oY _
poral. Es decir X(x) y Y(x), por lo que 5+ = 5 = 0. Ahora, hacemos una malla en el

intervalo [0, L] de N puntos equidistantes {x1,..,Xxn} ¥ estimamos la derivada espacial de se-
gundo orden de X y de Y mediante la férmula: gTZf = %(fm + f; 4+ fi,1), donde f; = f(x)
parai=1,--- ,N—1.

Ahora bien, sustituyendo estos resultados en (5.1), nos queda:

227 (X —2Xi + Xip1) + A — (B— DX + X{Y; =0

(5.2) 5 ,
iz (Yior —2Yi + Vi) + BXy — XY =0

dondei=2,. ,N—1y h= N%r] Note que (5.2) es un sistema de ecuaciones no lineal cuyas

incognitas son {Xi,..., Xn}, {Y1,.., Yn} v L. Asignando los valores iniciales A = 2, B = 4,6,
D, =0,0016, D, = 0,08 y L = 0,06, ejecutamos los cédigos de Continuaciéon que realizamos

n

sobre el sistema (5.2) y de cada c6digo se obtuvo un conjunto {(Xi, &;)}; de soluciones.
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Tomando como [x] = xn41, podemos ver en la figura 5.4 la grafica de bifurcacién para los
puntos ([x], «), donde > 0,06. Esta grafica es del codigo donde se utilizd eig para el célculo

de los autovalores y autovectores.

-

35

Entorno del Punto Singular
*  Punto Singular (B o T)
T T T

05 T I I I I I )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Parametro a

151

FIGURA 5.4. Diagrama de Bifurcacién del Brusselator (cédigo eig)

En la figura 5.5, vemos que se obtuvo el mismo resultado con el cédigo que usa eigs para
el calculo de autovalores y autovectores, salvo por un punto en el extremo inferior derecho
de la grafica. Esta diferencia se debe a un error de aproximacién debido a las tolerancias
usadas, es decir, con cada codigo se obtuvieron aproximaciones de vectores tangentes lo
suficientemente distintas como para que un cédigo identificara el punto como STP y el otro

cddigo como SBP.

35F

151

Entorno de un Punto Singular
% Punto Singular (B o T)
T T T

05 T I I I I I )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Parametro a

FIGURA 5.5. Diagrama de Bifurcacién del Brusselator (cédigo eigs)
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Las soluciones de los dos cédigos satisfacen una tolerancia de 1078, El cédigo que usé eig
se demord 45,2740 segundos en calcular las 1500 soluciones de la figura 5.4, mientras que el

cddigo que utilizd eigs se demor6 158.7218 segundos en hallar las 1500 soluciones.
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5.1 Pruebas de Tiempo. Como explicamos en el capitulo anterior, se realizaron dos
cddigos de continuacién del algoritmo 1, en uno de ellos se utilizé la funcién eig y en el
otro se utilizé la funcién eigs. La diferencia entre ambas funciones es que eig calcula todos
los autovalores de una matriz, mientras que eigs permite calcular un ntimero menor de
autovalores que cumplan alguna propiedad particular; en nuestro caso, los autovalores mas

cercanos a cero.

Por esto, se esperaria que cuando el orden de la matriz que se quiera estudiar sea lo
suficientemente grande, entonces eigs serd mas eficiente que eig en nuestro método de con-
tinuacién; ya que solo necesitamos conocer los autovalores cercanos a cero de la matriz

jacobiana para el calculo de los vectores tangentes y para la deteccion de puntos singulares.

En la figura 5.6, podemos ver una prueba que realizamos con las funciones eig y eigs.
Se crearon 20 matrices aleatorias cuadradas de rango completo usando la funciéon rand de
Matlab, cuyos 6rdenes variaban uniformemente desde 5 hasta 800. Luego, se midi6 el tiempo

en que se tardaba obtener los autovalores y autovectores de las matrices usando eigs y usando

eig.
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D ! & | |
0 100 200 300 400 500 G00 00 200
Orden de la matriz

FI1GURA 5.6. Comparacién entre eig y eigs

Observaciones:

e Note que, cuando el orden de la matriz se acerca a 450 aproximadamente, entonces
el tiempo que se toma en obtener los autovalores y autovectores de la matriz usando

eig y usando eigs es casi el mismo. De ahi en adelante, es mas rapido usando eigs.

e Se debe tener en cuenta que el tiempo puede variar dependiendo de la forma de la

matriz, y por esto, las curvas de la figura 5.6 se intersectarian en puntos distintos.
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Problema 3. Consideremos la recta contenida en R™ que pasa por el origen, cuyo vector
director es U € R™, entonces un punto X = (xy,---,Xn) € R™ que se encuentre sobre la recta

debera cumplir que:

(5.3) X=o U donde x € R"

Luego:

—

(X1, -0y xn) =00 (W, Un) = (X1 — oy X — 00 Uy ) =0

Ahora, sea A € M xn.1(R) tal que, dim(Rg(A)) = n. Entonces tenemos que los vectores

filas de A son linealmente independientes. Sea i € {1, - ,n}, definimos la siguiente funcién:
gi: R"! — R definida por
gi(iv OC) =< A(lv :)v (7_5) OC) > '(OC' w — xi)
Asi, definimos la funcién G : R™!" — R" como G(X, &) = (g1(X, &), - - -, gn(X, &)).

La Jacobiana de la funciéon G viene dada por:

Ay - (e =) Sioizj y j<n+l
Iij = Aij . (cx.ui—xi)— < A("L);)) (X, OC) > Si 1 :]
Ay (- —x) +w <A(L,),a> Si j=n+1
Observaciones:

e Note que G = 0 siempre que (X, «) L A(i,:) y también, en todo punto sobre la recta

definida por (5.3).

e Este ejemplo permite variar el orden de la matriz A, lo que permitira realizar pruebas

de tiempo sobre los métodos de continuacién usando eig y usando eigs.
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La figura 5.7 se realizo tomando n = 200, y generando la matriz A usando el comando
A =rand(n,n+1) y U = rand(n, 1) de Matlab. Se tomaron los puntos (Xj,X,.1) para

realizar la gréfica. Se utilizo el cédigo de eig para esta grafica.

0.055
0.051
0.045-
0.04

0.035

[X]

0.03-
0.025 -
0.02
0.015

. Punto Inicial
Pl

0.01 I I I I )
0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Parametro a

FicurA 5.7. Diagrama de la recta

Anélogamente, tenemos la gréafica obtenida con el codigo de eigs para los datos iniciales

anteriores.

0.055
0.05-
0.045 -
0.04 -

0.035

[x]

0.03-
0.025

0.02

Punto Inicial

0.015 .

PI

0.01 . . . .

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Parametro a

FiGuraA 5.8. Diagrama de la recta

Usando eig, el codigo se demord 19.2505 sg en obtener la solucién, y usando eigs 20.9198

sg. Los conjuntos de soluciones obtenidas de los dos codigos satisfacen una tolerancia de

1078,
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Como el parametro n lo podemos modificar, creamos 20 matrices de n filas y n + 1
columnas usando la funcién rand de Matlab, donde n varia uniformemente desde 5 hasta
2000. Luego se crearon los 20 vectores directores correspondientes al problema anterior, y
medimos el tiempo que se tardan los cédigos de continuacion en realizar 5 iteraciones a cada

uno. En la figura 5.9 graficamos los resultados obtenidos.

500 —
400 -

300

Tiermpo (5g)

100 —

o 200 400 B00 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Walor de n

FicurA 5.9. Prueba de Tiempo con Problema 3

Note que, cuando el valor de n es aproximadamente 1400 eigs empieza a ser mas rapido
que eig. Sin embargo, la diferencia de tiempo entre ellos es muy pequena. Considerando que
solo se realizaron 5 iteraciones por cada caso, mientras mas soluciones se requieran de un

sistema, mas productivo serd el codigo usando eigs.

50



6. Conclusiones

En este trabajo, se desarrolld un cédigo de continuacién numérica para una funcién G :
R™ x R — R™ en el ambiente Matlab, usando dos maneras diferentes para el calculo del
espectro. En el primer codigo se utiliza la funcién eig y el segundo usa eigs para el calculo
de los autovalores y autovectores de la matriz Jacobiana de G. El cédigo que usa eigs puede
ser mas rapido cuando el valor de n es lo suficientemente grande. Se debe tomar en cuenta
que la estructura de la matriz puede afectar la rapidez con que eigs calcula los autovalores y
autovectores, por esto, seria conveniente realizar algunas pruebas de tiempo con una matriz
que tenga la estructura del problema que se estd estudiando, para determinar si es conveniente

usar eig o eigs.

Otro factor importante es que los valores de las tolerancias iniciales afectan la efectivi-
dad de los codigos, por esto, se pueden variar los valores de las mismas en caso de que no
se obtenga un resultado satisfactorio. Esto es debido a que, como en los métodos numéricos
se trabaja con soluciones discretas, es posible que no se encuentre una solucion lo suficiente-
mente cerca de un punto singular para que sea detectado con una tolerancia especifica. Esto
influye para detectar los puntos singulares y también para diferenciar entre Simple Turning
Point y Simple Bifurcation Point. Analogamente, mientras mas grande sea el parametro
longitud de arco, menor presicién tendra el cédigo, pero se recorrerd la curva solucién mas
rapido. Una posible mejora que se le podria realizar al trabajo es implementar una funciéon
que varie el parametro longitud de arco en funcion de la curvatura de la curva, para tratar

de avanzar una distancia 6ptima.
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