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RESUMEN

Los sistemas de algebra computacional (SAC) son utilizados para optimizar el
calculo de matrices de rigidez de elementos finitos a través de técnicas de integracion
analitica y semi-analitica que permiten disminuir los tiempos de ejecucién
computacional.

En esta investigacion se realizo el calculo de la matriz de rigidez del elemento finito
cuadrilatero isoparamétrico de cuatro nodos a través de la técnica de integracion
analitica desarrollada por Videla et al (2005). Se integraron cuatro casos en los que fue
clasificado el elemento finito estudiado, en los cuales varia la geometria del elemento y
el jacobiano de la transformacion, haciendo mas eficiente el calculo en los casos donde
la geometria es méas simple.

De los casos estudiados se obtuvieron cuatro expresiones de integracion analitica
para el calculo de la matriz de rigidez de éste elemento finito. Las expresiones se
simplificaron y se codificaron como una subrutina en un lenguaje de alto nivel (Fortran
95), separando cada uno de los casos. Dentro del proceso de optimizacién se estudiaron
y analizaron 216 constantes necesarias para el célculo y se logré simplificarlas y
optimizarlas. También se particularizé el célculo del elemento cuadrado con lados
paralelos a los ejes coordenados y se obtuvo una disminucion importante de tiempo de
ejecucion. Luego de un largo estudio se encontr6 una forma de calcular los valores
minimos tolerables de las constantes del jacobiano. Esto es necesario en la técnica de
integracion analitica para realizar la seleccion del caso en aquellos elementos cercanos a
la frontera entre un caso y otro, y lograr evitar errores.

Se realiz6 un programa compuesto por la rutina analitica desarrollada en este
trabajo y la rutina semi-analitica desarrollada por Griffiths (1994); con la finalidad de
comparar tiempos de ejecucién computacional y precision en el calculo.

De los resultados, se concluye que la rutina analitica de este trabajo es mucho mas
eficiente en tiempo que la semi-analitica, y que la rutina de integraciébn numérica
utilizada clasicamente. Ademas, se comprueba la precision que la integracion analitica
proporciona en los casos de geometria distorsionada, donde las rutinas semi-analitica y
numérica, basadas en la integracion numérica de Gauss Legendre, cometen errores.
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Glosario

GLOSARIO

Algoritmo: Conjunto ordenado y finito de pasos que indican la solucion de un problema
dado.

Deformacion lineal: Alargamiento por unidad de longitud.

Determinante del jacobiano: Factor de escala necesario para correlacionar un sistema
coordenadas con otro sistema cualquiera.

ECB: Ecuaciones caracteristicas basicas que permiten calcular la matriz de rigidez por
integracion analitica de un elemento finito.

ECG: Ecuacion caracteristica general que permite calcular la matriz de rigidez por
integracion analitica de un elemento finito.

Eficiencia: Cantidad que mide el uso de los recursos del computador por parte de un
programa, particularmente la cantidad de memoria que consume y su tiempo de ejecucion.
GDL: Grados de libertad.

Isotropia: Caracteristica de los cuerpos cuyas propiedades fisicas no dependen de la
direccion.

Maple: Es un programa especializado en sistemas de algebra por computadora que permite
resolver problemas mateméticos muy comunes en cientificas e ingenieria.

Matriz de rigidez: Relacion entre los desplazamientos nodales y las fuerzas para cada

elemento.

Célculo de la matriz de rigidez en forma analitica de un elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos

XVi



Glosario

MEF: EI método de los elementos finitos (MEF) es una técnica de aproximacion numérica
que permite resolver problemas complicados de andlisis de medios continuos de manera
rapida y eficiente.

Nulidad relativa: valores nulos relativos de las constantes del jacobiano.

Parametros elésticos: Son modulos que representan la resistencia eléstica y la
deformacion transversal del material.

PTV: Principio de los trabajos virtuales.

Programa: Es un algoritmo destinado a dar 6rdenes (instrucciones) al computador, escrito
en términos de uno o varios lenguajes de programacion.

SAC: Los sistema de algebra computacional (SAC) son programas que permiten realizar
grandes cantidades de operaciones matematicas, tanto simbdlicas como numéricas.
Subrutina: Secuencia invariable de instrucciones que forma parte de un programa y se
puede utilizar repetidamente.

Tension: Vector fuerza que actla sobre un area, (sinonimo de esfuerzo).

Trabajo: Producto de la fuerza por el camino que recorre su punto de aplicacion y por el

coseno del angulo que forma la una con el otro.
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CAPITULO I. Introduccion

Caprituro 1
Introducciodn

1.1. Planteamiento del problema

Los avances computacionales y el desarrollo de programas en los Gltimos veinte afios
han hecho posible manipular, operar y simplificar expresiones matematicas en forma
simbolica a través de los llamados sistemas de algebra computacional (SAC). Estos han
sido de gran utilidad, ya que sus herramientas han permitido la creacion y optimizacion de
métodos y técnicas en maltiples areas de investigacion.

En el anélisis de medios continuos existen muchos métodos numéricos basados en
técnicas matriciales susceptibles de ser optimizados con el uso de SAC. Entre éstos, el
método de elementos finitos (MEF) es el de uso mas generalizado. Segun lo indicado por
Ferrante (1979),

Generalmente se reconoce que el método de elementos finitos fue
introducido por Tuner, Clough, Martin y Topp, quienes en 1956
presentaron un trabajo en el cual se ocupaban de la solucién aproximada
de problemas de estado plano de tensiones, relacionado al anélisis
estructural en la industria aeronautica.

Ellos se plantaron para entonces extrapolar el método matricial de analisis de barras a
problemas de medios continuos, siendo el objetivo el céalculo en forma aproximada de la
matriz de rigidez de elementos bidimensionales. La aproximacion consistio en discretizar el

continuo que tiene infinitos grados de libertad en una malla de finitos grados de libertad,

donde se interpolaban las variables fundamentales de su valor en los nodos.
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CAPITULO I. Introduccion

Dentro de la mecénica del solido se identifican muchas formulaciones o modelos,
siendo el mas utilizado el denominado modelo compatible, también conocido como método
de los desplazamientos, en el que las variables fundamentales son los desplazamientos.

La correspondencia entre los resultados del problema a través del MEF con los de la
solucion exacta dependera del modelo matematico; de la forma y cantidad de elementos
utilizados en la discretizacion y de las funciones de interpolacion o funciones de forma que
utilicen los elementos usados para el modelo. Parte de la solucion consiste en integrar la
expresion matricial derivada de la formulacion, que se corresponde con la matriz de rigidez
de los elementos. En la actualidad los programas desarrollados para el analisis de
estructuras por el MEF utilizan métodos numéricos de integracion, y se ha encontrado en
trabajos anteriores, Kikuchi (1989) y Videla et al (1996), que éstos pueden generar errores
en elementos de geometria distorsionada.

La integracion analitica de la matriz de rigidez presenta ventaja ante los problemas de
precision de la integracion numérica de elementos de geometrias distorsionadas, esto junto
al avance de los sistemas de algebra computacional, hacen que las técnicas de integracion
analitica sean aplicadas y optimizadas cada dia mas.

En este trabajo se plantea determinar las expresiones para el calculo de la matriz de
rigidez del elemento finito cuadrilatero isoparamétrico de cuatro nodos por integracion
analitica. Luego generar, con estas expresiones, una subrutina que sea capaz de calcular la
matriz de rigidez con el fin de optimizar el célculo y asi lograr disminuir el tiempo de
ejecucion computacional con respecto a las rutinas de integracion numérica y semi-

analitica.
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1.2. Antecedentes

Los SAC han sido de gran relevancia para el avance de investigaciones orientadas en
obtener expresiones semi-analitica y analiticas de la matriz de rigidez de elementos finitos
mA&s comunes.

La utilizacion de integracion analitica o semi-analitica nos lleva a los trabajos de
destacados investigadores en este campo, entre ellos, Zienkiewicz et al (1971), quien
presentd una integracion semi-analitica para placas y conchas, reportando una disminucién
de 50% de tiempo computacional frente a la integracion numeérica.

En los trabajos referentes al elemento cuadrilatero isoparamétrico de cuatro nodos,
encontramos que, Babu y Pinder (1984), presentan expresiones exactas y aproximadas para
las integrales que surgen en estos elementos. No presentan relacion de tiempo, pero indican
una disminucién de la cantidad de operaciones.

Mizukami (1986), muestra algunas formulas de integracion analitica para elementos
finitos rectangulares planos de lados rectos, el mismo no muestra comparaciones de tiempo
entre la integracién numérica y la analitica.

Rathod (1988), presenta férmulas de integracion analitica para elementos finitos de
cuatro nodos isoparamétricos. Las mismas fueron obtenidas por métodos de integracion
basicos (integracién por partes).

Kikuchi (1989), utiliza el programa Reduce para obtener expresiones analiticas de
elementos finitos isoparameétricos de cuatro nodos. Con esto obtuvo precision para
elementos distorsionados pero no mostrd6 mejoras en los tiempos de calculo entre

integracion numérica e integracion analitica.
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En la investigacion de Griffiths (1994), se presento una técnica general con la cual se
obtuvo expresiones semi-analiticas para el calculo de la matriz de rigidez de un elemento
finito plano de cuatro nodos isoparamétrico, utilizando integracion numérica (cuadratura de
Gauss). Esto se realiz6 con la ayuda de un SAC con el cual se simplificaron, factorizaron y
agruparon las expresiones. Reportdé mejoras en los tiempos de ejecucion computacional (el
tiempo de la rutina numérica resulto ser cuatro veces mayor al tiempo de la rutina semi-
analitica, en procesadores escalares).

Videla et al (1996), utilizo el programa Derive-89 para obtener formulas analiticas de
integracion para los términos de la matriz de rigidez de un elemento finito plano de cuatro
nodos isoparamétrico, reportando mejoras de un cincuenta por ciento (50%) en los tiempos
de célculo al compararla con integracion numérica, ademas de mejorar la precision en el
calculo de elementos distorsionados.

En Videla et al (2005), se presenta una novedosa técnica completamente analitica,
con la cual se obtuvieron expresiones para los términos de la matriz de rigidez de un
elemento finito cuadrilatero subparamétrico de ocho nodos, obteniendo mejoras de
cincuenta por ciento (50%) al comparar con la integracion numérica.

Finalmente, en este trabajo se presenta el cdlculo de la matriz de rigidez del elemento
finito isoparamétrico de cuatro nodos en elasticidad plana por integracion analitica,
siguiendo la técnica desarrollada en el trabajo de Videla et al (2005), y con la utilizacion de
un SAC, permitiendo optimizar el calculo y disminuir el tiempo de ejecucion

computacional con respecto a rutinas por integracion numérica y semi-analitica.
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1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivo general
Obtener la matriz de rigidez del elemento finito cuadrilatero isoparamétrico de
cuatro nodos por integracion analitica, utilizando un sistema de algebra

computacional.

1.3.2. Objetivos especificos

1.3.2.1. Obtener y optimizar las expresiones analiticas de los términos de la matriz de
rigidez del elemento descrito, mediante la aplicacion de un sistema de algebra

computacional.

1.3.2.2. Crear una subrutina para el célculo de la matriz de rigidez en forma analitica del

elemento descrito en un lenguaje de programacion de alto nivel.

1.3.2.3. Disminuir los tiempos de ejecucion computacional para el calculo de la matriz
de rigidez de la subrutina por integracion analitica con respecto a los de la

subrutina optimizada por integracion semi-analitica.
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1.4. Aportes

1.4.1.

1.4.2.

1.4.3.

1.4.4.

1.4.5.

1.4.6.

Expresiones optimizadas para el calculo de la matriz de rigidez en forma analitica
del elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos.

Subrutina optimizada por integracion analitica para el célculo de la matriz de
rigidez del elemento finito estudiado.

Reduccion de tiempo de ejecucion computacional del célculo la matriz de rigidez.

Precision al utilizar elementos de geometria distorsionada.

Criterios para optimizar constantes y expresiones para el calculo de matrices de
rigidez a traves de la técnica de integracion analitica.

Criterios para detectar los valores minimos tolerables para las constantes del

jacobiano.
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1.5. Método

El método seguido para la realizacion del trabajo esta separado por etapas, en las
cuales se desarrollaron los distintos aspectos que permitieron la culminacién de la

investigacion.

1.5.1. Etapa I: Recopilacion de informacion
Para iniciar la investigacion se requirié conocer los fundamentos basicos de la teoria
de elasticidad y del método de los elementos finitos. Esto hizo necesario la recopilacién de
informacion y busqueda de referencias pertinentes. Con lo cual se logré un soporte tedrico
con los fundamentos y conceptos necesarios recopilados de monografias, trabajos
especiales de grado y publicaciones en revistas nacionales e internacionales; esto se

presenta en los capitulos 11 y Il de este trabajo.

1.5.2. Etapa Il: Obtencion y optimizacion de las expresiones analiticas

Para implementar la técnica de integracion analitica de matrices de rigidez de
elementos finitos, particularizarla al elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos y
lograr operar, manipular, integrar, y simplificar las expresiones de forma simbolica, se
utiliz6 un SAC de nombre comercial Maple.

Se planteo la formulacién del MEF para el elemento cuadrilatero de cuatro nodos
isoparamétrico, es decir, se establecieron las funciones de forma que dependen de las
coordenadas naturales, obteniendo de las mismas las derivadas y el jacobiano de la
transformacion. Por otra parte se establecio la matriz de deformacion-desplazamiento By la
matriz constitutiva D que contiene los parametros elasticos, necesarias para encontrar las

expresiones simbolicas de los términos de la matriz de rigidez K®. Luego se precedi6 a
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sustituir los valores simbdlicos de las derivadas y desarrollar las expresiones polinGmicas
de cada término, éstas se englobaron dentro de una expresion general, la cual se integrd
para cuatro casos del jacobiano. Todas estas operaciones y expresiones se explican con

detalle en el capitulo I1I.

1.5.3. Etapa Ill: Programacion de una subrutina de calculo de la matriz de rigidez a
traves de las expresiones analiticas

En esta etapa se programé en un lenguaje de alto nivel (Fortran 95), con el objeto de

obtener una subrutina para célculo la matriz de rigidez del elemento, para todos los casos.

Con las expresiones encontradas se realizaron y analizaron distintos algoritmos para lograr

obtener el mas éptimo. Esto se incluye dentro del capitulo III.

1.5.4. Etapa IV: Validacion y comparacion de los resultados

Se realiz6 un programa con la subrutina analitica desarrollada en este trabajo y la
subrutina semi-analitica desarrollada por Griffiths (1994), la cual se puede encontrar en la
referencia (www.mines.edu/vgriffiths/main.html). Con este programa se compar0 la
precision del calculo de la matriz de rigidez y los tiempos de ejecucion computacional de
cada rutina. A demas se realizaron los ejemplos que permitieron llegar a la solucion de la
tolerancia para las constantes del jacobiano. Estos resultados son presentados con detalle en
el capitulo IV.

Finalmente se realizaron cinco ejemplos comparativos de elasticidad plana, para lo
cual se utilizd el programa P52, el cual se obtuvo a través de esta pagina Web

(www.mines.edu/vgriffiths/main.html). A este programa se le realizaron algunas

modificaciones para adaptar las subrutinas analitica y semi-analitica y asi comparar los

resultados de desplazamiento y tensiones. Esto se presenta en el capitulo V de este trabajo.
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CAPITULO Il. Marco teérico

Caprituro 11
Marco tedrico

2.3. Teoria de la elasticidad

2.3.1. Elasticidad

La elasticidad es una propiedad caracteristica de todos los materiales estructurales,
algunos la poseen en mayor grado que otros. Timoshenko (1975) explica que esta
propiedad establece que “si las fuerzas exteriores que deforman la estructura no rebasan un
cierto limite, la deformacion desaparecen cuando se suprimen tales fuerzas.”

Para simplificar un poco, la teoria supone que la materia del cuerpo elastico es
homogénea distribuyéndose con continuidad en su volumen, es decir, que cada punto de un

mismo material posee las mismas propiedades fisicas.

2.3.2. Tensiones y deformaciones

Si suponemos un cuerpo en equilibrio al cual se le secciona con un plano 7, evidenciando
las fuerzas internas, y a una de las partes se le extrae un cubo diferencial donde se
evidencian las tensiones normales o asi como las tensiones cortantes z, como se indica en
la Figura (2.1); se requiere entonces de tres tensiones normales oy, o,y o, Y seis tensiones
cortantes 7y, Tx, T, % Gy Y % para definir el estado de tensiones sobre el cubo
diferencial. De considerar el equilibrio se deduce que s6lo se necesitan tres tensiones

tangenciales.
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Figura 2. 1 Estado de tensiones en un elemento diferencial de un cuerpo.

Si suponemos que el cuerpo tiene vinculos suficientes que impiden su movimiento
como cuerpo rigido, de forma que al aplicar fuerzas externas se produzcan desplazamientos
que impliquen deformacion del cuerpo, se puede expresar el estado de deformacion del

cubo diferencial por tres deformaciones normales &, &Y &, Yy tres tangenciales xy, %:Y %z

2.3.3. Ecuaciones de la teoria de elasticidad
Se requiere de tres conjuntos de ecuaciones para la adecuada formulacion la teoria de
elasticidad, los cuales son enunciados a continuacion:

a) Un conjunto de ecuaciones que relacionen las tensiones internas con las fuerzas
externas aplicadas, de manera de garantizar el equilibrio de fuerzas en el cuerpo a
nivel global.

b) Un conjunto de ecuaciones que relacionen las tensiones con las deformaciones,
considerando que el material se comporta de forma elastica, es decir, las tensiones son
proporcionales en todo momento a las deformaciones.

¢) Un conjunto de ecuaciones que relacionen las deformaciones con los desplazamientos,
considerando que los desplazamientos que experimenta la estructura son pequefios en

relacion a la geometria del mismo, por lo que ésta no se ve alterada cuando el cuerpo

Caélculo de la matriz de rigidez en forma analitica de un elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos

10



CAPITULO Il. Marco teérico

se deforma. Agregando que, se deben satisfacer ciertos requerimientos de
compatibilidad entre las componentes de las deformaciones, mediante las ecuaciones

de compatibilidad de deformaciones.

2.3.4. Elasticidad plana

En el estado bidimensional, deben satisfacerse ocho ecuaciones: tres ecuaciones
deformacién-desplazamiento, tres ecuaciones tension-deformacion y dos ecuaciones de
equilibrio, por lo que se deben calcular ocho incognitas: tres componentes de deformacion,

tres componentes de esfuerzos y dos de desplazamientos.

2.3.4.1. Tension plana
Si una placa delgada es cargada mediante fuerzas aplicadas en su contorno, paralelas
al plano de la placa y distribuidas uniformemente en su espesor, siendo éste muy pequefio
en comparacion con las dos dimensiones restantes como se muestra en la Figura (2.2), las
componentes de la tension (o3, %, %) son nulas sobre ambas caras de la placa. El estado
tensional queda entonces especificado por (ox, oy, 7y) Y €s denominado estado de tension

plana. Timoshenko (1975)
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Figura 2. 2 Hipdtesis de tension plana.
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2.3.4.2. Deformacion plana
Una simplificacion semejante se da en el caso en el que la dimension del cuerpo en la
direccion del eje z es muy grande. Si un cuerpo largo cilindrico o prismatico es cargado
mediante fuerzas perpendiculares a la direccién longitudinal que no varian en esa direccion,
puede suponerse que todas las secciones rectas estan en iguales condiciones. Entonces se
considera el estudio de una rebanada unitaria, esto es un modelo de deformacion plana que

considera las deformaciones (&, ., %.) nulas. Timoshenko (1975)

=0
'sz:O
'szzo

q2

Figura 2. 3 Hipdtesis de deformacion plana.

2.3.4.3. Campo de desplazamientos
Las caracteristicas geométricas y de cargas, en los estados de tension o deformacion
plana, permite establecer la hipotesis de que todas las secciones perpendiculares al eje
prismético z se deforman en su plano y de manera identica.
El campo de desplazamientos de una seccion plana, estara perfectamente definido si
se conocen los desplazamientos x e y de todos sus puntos. El vector de desplazamientos de

un punto se define:

U(x.y) ={3§§ 3} 2.1)
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donde u(x, y) y V(X, y) son los desplazamientos del punto en direcciones de los ejes x ey,

respectivamente.

2.3.4.4. Campo de deformaciones
Del campo de desplazamientos anterior, se deducen las deformaciones, haciendo uso

de la teoria general de la elasticidad.

a N al N
8)(:5 ; gyzi; 7xy:5+g ; }/yz:yxzzo (22)

La deformacion longitudinal &, en el caso de la deformacion plana, se supone que es
nula, pero en el caso de un estado de tension plana no lo es; pero se asume que la tension es
nula (o=0). Por consiguiente, en ambos casos, no se considera la deformacion &, dado que
el producto escalar es nulo (o; -5 =0). En consecuencia, el vector de deformaciones

significativas de un punto se define para tension y deformacién plana como:

g=[£x,€y,yxy]T (2.3)

2.3.4.5. Campo de tensiones
En elasticidad plana el campo de tensiones viene definido por el vector de tensiones
siguientes:

o=[o,, 0, er]T (2.4)

formado por las tensiones normales oy, oy y la tension cortante zy. Se considera que la

tension normal g; y tensiones cortantes z y Bz SON nulas.
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2.3.4.6. Relacion tension-deformacion

La relacion tension-deformacion de los materiales elasticos se establecid
experimentalmente y es denominada Ley de Hooke generalizada, que determina las
componentes del estado de deformaciones en funcion de las componentes del estado de
tensiones.

Considerando el material isétropo, lo que quiere decir que las propiedades mecanicas
son las mismas en todas las direcciones, se establecio a través de la experiencia que las
tensiones normales no producen distorsién angular del elemento, pero si se produce
dilatacion en la direccion donde se produce la tension normal, por ejemplo, si se aplica la

tensién normal en la direccion x se tiene:

£ =X (2.5)

Don de E es el modulo de elasticidad longitudinal de cada material. Esta dilatacion

viene acompariada de contraccion lateral:

Y S ] 2.6
P = & % (2.6)

Donde v es el coeficiente de Poisson, y relaciona las deformaciones transversales
producto de las deformaciones longitudinales.
Estas mismas constantes pueden ser usadas para definir en forma general la relacion

entre deformaciones y tensiones.

1

1 21+ v
EX:E[GX-VO-y]; gy:E[Gy-VGx]; 7Xy:¥f

E Xy

Finalmente se puede definir la relacion tension-deformacion en forma matricial:

2.7)
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donde D es la matriz de parametros elasticos o matriz constitutiva y se representa de la

siguiente manera:

d, d, 0
D=|d, d, 0 (2.9)
0 0 d,

Se tiene que para elasticidad isotropa los términos de la matriz D son los siguientes:

Tension plana Deformacion plana
G =z = (1+EU)(1_10) G =0 = (1+E o) (gl__ 201)))
d,, = dy, = vd,, dy, =d,, =d, ﬁ
e = 2(15 b)) ° e = 2(15 b)) °
(2.10a) (2.10b)

Donde el termino dsz es el médulo de corte G, representado como.

(2.11)

2.3.4.7. Ecuaciones diferenciales de equilibrio
Sea un cuerpo plano sometido a un sistema cualesquiera de fuerzas aplicadas, siendo
O el punto de origen del sistema de coordenadas (x,y) donde se consideran los estados de

deformacion y tension, como se muestra en la Figura (2.4)
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Pl P13

/

N o

Figura 2. 4 Cuerpo sometido a un sistema de fuerzas.
Donde el estado plano de tensiones queda definido por el vector de tensiones o, de la
ecuacion (2.4).

Si se aisla del cuerpo un elemento cuadrado de area diferencial, se tiene:

0
I +ﬂdy

Y Yooy
5. A

pd X or
yx
T + d
yx ay y
0
T
Tyy 8; dx
ol o . o, + 0oy dx
Y punto A X ax
Thy
<
Ty

v

| |

T ol 1

Figura 2. 5 Tensiones actuantes en elemento diferencial.

El cuadrado elemental estara en equilibrio bajo la accién de las fuerzas que actGan en
cada cara.

Estableciendo las ecuaciones de la estatica » F, =0, S'F -0 se obtienen las

ecuaciones de equilibrio del cuadrado elemental.

Resolviendo, la suma de fuerzas respecto al eje X, se tiene:
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00

dx)dydz + (- 7,y + 74+ aaTXV dy)dxdz + F,dxdydz =0  (2.12)
X y

(' oxtoxt
Donde al operar la expresion anterior se obtiene:

07y
—+——+Fx=0 2.13
x oy Fx (2.13)
Si se realiza la misma operacién en el eje y, se obtienen que las ecuaciones de
equilibrio para el caso bidimensional son (2.13) y (2.14).

Oty 00y , o _g (2.14)
oX oy

donde los términos (Fxy Fy) representan las fuerzas en la direccion de los dos ejes

cartesianos.

La ecuacion estatica Z M, =0, en el punto A de la figura (2.5), permite determinar

la relacion:

T, =T (2.15)

xy = Tyx
que es la expresion analitica de Cauchy. Este teorema simplifica el analisis del problema en
dos direcciones reduciendo a tres las componentes independientes de tensiones, siendo
estas las componentes que intervienen en el vector de tensiones.

Para demostrar la expresion (2.15), se resuelve la suma de momentos respecto al
punto A, y se tiene:

rxydydz%+(r +%dx)dydz%—(r +aﬂdy)dxdzﬂ—r dxdzﬂ =0 (2.16)

2 Y X 2 oy 2 2
Donde al operar la expresion anterior se tiene

T,—7,=0 — T, =T (2.17)
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2.3.4.8. Principio de los trabajos virtuales (PTV)

Este principio se emplea para la solucién de diversos problemas de elasticidad,
Timoshenko (1975), establece para el caso de una particula que “si un punto material,
sometido a un conjunto de fuerzas, se encuentra en equilibrio, el trabajo total de esas
fuerzas es nulo en toda traslacion virtual.”

Considerando como traslacion virtual todo desplazamiento infinitesimal de una
particula que puede moverse libremente. Otras idas de Chandrupatla-Belegundu (1999),
sobre este principio expresan que “Un cuerpo esta en equilibrio si el trabajo virtual interno
es igual al trabajo virtual externo para todo campo de desplazamiento cinematicamente
admisible.”

Wi =We (2.18)
Donde Wi indica el trabaja interno y We el externo.

La expresion integral de equilibrio en problemas de elasticidad bidimensional puede

obtenerse haciendo uso del Teorema de los Trabajos Virtuales, teniendo en cuenta las

tensiones y deformaciones que contribuyen al trabajo virtual de la estructura. Ofiate (1992)

”A(&sxax + 0,0, + 57xyfxy)t dA = ”A(5be + 5vby)t dA + j‘sl(dutx + 5vty)t ds + 2.19)
+Z(5uiUi +ovV,) .

En esta expresion el miembro a la izquierda de la igualdad representa el trabajo
interno que las tensiones (o, oy, y 7y) realizan sobre las deformaciones virtuales (ds., dg y
d%y)- El miembro de la derecha, representa el trabajo externo de las fuerzas repartidas por
unidad de volumen (by, by) de las fuerzas repartidas sobre el contorno (ty, ty) y de las fuerzas

puntuales (Uj, V;) sobre los desplazamientos virtuales (du;, &v;). Ay | indican el areay el
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contorno de la seccion transversal del solido y t el espesor. Para tension plana el espesor t
coincide con el del sélido, mientras que para deformacion plana el t es unitario. La
ecuacion (2.19), se escribe en forma matricial como:
T T T T
[[.6¢" otdA= ] su"btdA+fou gtds+zi:59i q (2.20)
Donde los vectores de la ecuacion tienen la forma:
S&=[6e,.66,.65,] ; su=[aus] ; b=[bb]

g (2.21)
t=[t,.t,] ; 6u “law.o] : q =[u v

2.3.4.9. Principio de energia potencial total
La suma de la energia potencial V, de las fuerzas externas que actian sobre una
estructura y de su energia de deformacion U, se denomina la energia potencial total (®):
®=V+U (2.22)
Este principio permite conocer los desplazamientos de una estructura en equilibrio.
Por tanto, el arreglo de la estructura deformada depende Unicamente de los desplazamientos
o6 de n puntos determinados de la estructura. Para que se cumpla lo antes expuesto, se le da
a uno de esos puntos un desplazamiento diferencial virtual & sin alterarse los (n-1)
desplazamientos restantes. Es sabido que, la variacion de la energia potencial ha de ser nula
cuando se somete una estructura a unos desplazamientos y deformaciones virtuales
compatibles con las vinculaciones.

o _
96
En (2.23), se varia (i=1,2,3,...,n) y se obtiene un sistema de n ecuaciones que

0 (2.23)

permiten calcular los n desplazamientos &y con ello la configuracién de la estructura

deformada.
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2.4. Método de los elementos finitos (MEF)

2.4.1. Desarrolloy definicion

A principios de los afios cuarenta debido a la necesidad de resolver problemas de
elasticidad de medios continuos y por la complejidad de obtener soluciones analiticas o
tedricas que se ajustaran a todos los puntos del continuo, surgen maltiples investigaciones.
Oniate (1992) establece que

En 1943 Courant introdujo por primera vez el concepto de “elemento
continuo” al resolver problemas de elasticidad plana mediante la division del
dominio de analisis en “elementos” triangulares sobre los que suponia una
variacion polinémica de la solucion.

Tras la incursion de los ordenadores digitales se propicio el desarrollo de los métodos
basados en técnicas matriciales. Algunos autores reconocen que el desarrollo del MEF
comenzé en 1956 cuando Tuner, Clough, Martin y Topp presentaron un trabajo en el cual
se ocupaban de la solucién aproximada de problemas de estado plano de tensiones de la
industria aerondutica. Donde se planted entonces extrapolar el método matricial de analisis
de barras a problemas de medios continuos, siendo el objetivo el célculo en forma
aproximada de la matriz de rigidez de elementos bidimensionales, utilizando para ello el
principio de los desplazamientos virtuales y funciones con parametros ajustables tipico de
los métodos de Rayleigh-Ritz y Galerkin.

La aproximacion consistio en discretizar el continuo de infinitos grados de libertad en
una malla con finitos de grados de libertad, donde se interpolaban las variables

fundamentales de su valor en los puntos discretos llamados nodos en los cuales se

concentrd la masa del continuo.
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En los afios siguientes, se extendio el MEF, a otros problemas. Logrando resolver
problemas de redes hidraulicas y eléctricas, mecéanica de suelos, transferencia de calor y
otras areas.

Finalmente se puede decir que el método de los elementos finitos es una técnica que
permite resolver problemas de medios continuos con soluciones aproximadas de forma

rapida y eficiente.

2.4.2. Métodos basados en los residuos ponderado (Galerkin)

En las estructuras donde se conozcan las ecuaciones diferenciales que rigen la
solucion y ésta sea muy laboriosa, se utilizan los métodos de residuos ponderados. Uno de
los métodos de residuos ponderados de mayor uso en problemas estructurales, es el método
de Galerkin.

Este método, utiliza las mismas funciones de interpolacion para aproximarse al medio
continuo que para definir las soluciones aproximadas de los desplazamientos. EI método
aproxima la solucion de un grupo de ecuaciones diferenciales con condiciones de borde
establecidas que son sustituidas por un grupo de funciones que las satisfacen, produciendo

asi una matriz simétrica y bandeada.

2.4.3. ElI MEF en la mecénica de solidos

En la mecanica del sélido se identifican varias formulaciones o modelos, siempre
basados en principios energéticos, a partir de los cuales se define un funcional cuyo punto
estacionario identifica solucion del problema.

El método consiste en discretizar el dominio de integracion en un namero finito de

elementos, interconectados por los nodos en los cuales se concentra la masa. Para cada
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elemento se establece un comportamiento local aproximado, de forma que las incognitas en
cualquier punto del elemento quedan definidas por su valor en los nodos, esto permite
calcular la ecuacion matricial caracteristica del problema. Se evalGa el funcional del
problema y sumando las contribuciones de cada elemento se llega a un sistema total de
ecuaciones cuya solucion son los valores de las variables fundamentales en los nodos, y con

estos se calculan las incognitas secundarias. Ferrante (1979)

2.4.3.1. Modelos en la mecanica de sélido

Se reconocen cuatro formulaciones 0 modelos dentro de la mecéanica de sélido, cada
uno se caracteriza por:

a) Modelo Compatible
Se utiliza como base el principio de energia potencial minima. Sobre los elementos se
adopta un campo aproximado de desplazamientos, de forma que las incdgnitas
nodales son los desplazamientos. Este modelo se le conoce como método de los
desplazamientos y es el mas utilizado dentro de la mecanica de sélido.

b) Modelo de Equilibrio

Sobre cada elemento se adopta un campo de tensiones en equilibrio, de modo que la
variable fundamental son las tensiones en los nodos.

¢) Modelo Hibrido
Tipo I: en el interior de los elementos se adopta un campo de tensiones en equilibrio,
pero en el borde de cada elemento se asume un campo de desplazamientos. Se impone
compatibilidad de desplazamiento entre los elementos, las incognitas basicas son los

desplazamientos.
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Tipo Il: En el interior de cada elemento se adoptan campos de desplazamientos

aproximados, mientras que en los bordes de los elementos se escoge un campo de

tensiones. Se impone equilibrio de tensiones, las incognita basicas son las tensiones.
d) Modelo mixtos

Sobre cada elemento se adopta, simultanea e independientemente, campos

aproximados de desplazamientos y tensiones, por lo que las incognitas basicas son

tanto los desplazamientos como las tensiones.

2.4.3.2. Formulacion del modelo compatible o0 método de los desplazamientos
Se debe recalcar que el MEF consiste en discretizar el continuo en una malla de
elementos finitos que representa una idealizacién de la geometria real. Por lo tanto el
andlisis por elementos finitos reproduce el comportamiento de la malla escogida y no de la

estructura real.

2.4.3.2.1. Discretizacion del campo de desplazamientos

El campo de desplazamientos establecido se puede discretizar de la siguiente manera:
u(xy)=Y Ni-ui ; V(X ) = > Ni-vi (2.24)
i=1 i=1

Donde (u,v) representan los desplazamientos horizontales y verticales,
respectivamente, y N; representan las funciones de forma o de interpolacion de los
desplazamientos del nodo i del elemento y n representa el nimero de nodos de los
elementos. Las funciones de forma suelen ser las mismas para los desplazamientos

horizontales y los verticales.
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De forma que se pude establecer matricialmente que:

ul
Vl
U(X’y):{u}{Nl 0 N, 0 .. N, 0]]. (2.25)
v |0 N, 0 N, w 0 N |].
l’In
U=N-a® (2.26)

Donde N se denomina matriz de funciones de forma y a® es el vector de

desplazamiento en los nodos.

2.4.3.2.2. Discretizacion del campo de deformaciones

Del campo de deformaciones se obtiene que:

ou & OoN.
*ox ;ax '

g, _ N Z%-vi (2.27)
o T oy
ou ov | oN, oN,
=—+—= — U +—V,
Y X 8y i=1 oX 6y

Lo que matricialmente se representa como:

ou | [en, N 14
— 0 0 V.
OX OX OX !
g= Mol o N o M (2.28)
oy oy oy
ou_ ov| | 0N, 0N, ON, N,
ox ox) | oy ox Tooy x|y
e=B-a® (2.29)

Donde B se denomina matriz de deformacion-desplazamiento del elemento.
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2.4.3.2.3. Discretizacion del campo de tensiones
La expresion discretizada del vector de tensiones se obtiene de la relacion tension
deformacion:
c=D-¢=D-B-a® (2.30)

Si se consideran tensiones y deformaciones iniciales, entonces tenemos:

c=D-(¢+&°)+c°=D Ba® -D-¢’ +¢° (2.31)

2.4.3.2.4. Ecuacion de equilibrio de la discretizacion
Para obtener la ecuacion de equilibrio de la discretizacion se parte de la expresion
(2.18) del PTV. Suponiendo que el equilibrio se establece unicamente en los nodos, se
definen unas fuerzas nodales que equilibran las fuerzas debido a la deformacion del
elemento vy al resto de las fuerzas actuantes. Para calcular las fuerzas nodales de equilibrio

se aplica el PTV al elemento. Ofiate (1992)
[[oeTo)tda =[]  (sUTb)tdA +§, (sUTt)tds+ 2; (uu, +ovv,)  (232)

El trabajo virtual de las fuerzas nodales de equilibrio U; y Vi, puede despejarse asi:

[, GeTo)taa~[[  (6UTb)tdA - §, (sUTt)tds = |5a® o (2.33)

De (2.26) y (2.29) se puede escribir:

T =@ NT 6T =[ca®| BT (2.34)

Sustituyendo (2.34) en (2.33), se obtiene (2.35) y simplificando (2.36).

T [”Am (B7o)tda-[[ ., (NTb)tdA -§ (NTt)t as]- 52

[ (BT )tda— [, (N"b)tdA -, (N"t)tds = g (2.36)

|52 Tq (2.35)
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Sustituyendo el vector de tensiones (2.31) por su valor en funcion de los

desplazamientos, se obtiene (2.37).
[[,B"(DBa®-Ds"+0")tda—[]  (NTb)tdA - (NTt)tds=q®
Finalmente operando se tiene:

1,570 st arher [, 87D et [ 8o en-

J.J.A(e) (N Tb)t dA - ﬁ(c) (N Tt)tds =q®

2.4.3.2.5. Matriz de rigidez y Vector de cargas nodales equivalentes

La expresion (2.38) se puede expresar de la siguiente manera:

K©@a® _ f@© — @
donde:

K®=|[ ,B"D BtdA

es la matriz de rigidez del elemento finito, y

@ =[] B'DtdA+[[ B otdA-[[ (N"bJtdA-§ (N"t)tds

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

es el vector de fuerzas nodales equivalentes del elemento debido a deformaciones iniciales,

tensiones iniciales, fuerzas repartidas por unidad de area y fuerzas repartidas en el

contorno.

2.4.3.3. Obtencion de las funciones de forma

2.4.3.3.1. Elementos finitos rectangulares (coordenadas naturales)

Para facilitar la obtencion de las funciones de forma de varios elementos es necesario

adoptar un sistema de coordenadas (& 7) para definir la geometria del elemento. Estas
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coordenadas naturales, estan normalizadas de manera que los elementos tienen los lados en

(& £1) y (7= £1). Como se muestra en la Figura (2.6).

Espacio V| A Espacio

euclidiano 4 4 3 normalizado

y ﬁ 1
1 g
1 2
1 2 1 1
X

Figura 2. 6 Transformacion de coordenadas.

v

Para la transformacion indicada se define la matriz de rigidez del elemento de la

siguiente manera:
© T ©_ffpT
KO =[[.BnD By, tady —> K7=[ [ B cnD B, t[J] ddy (242)

Las funciones de forma en coordenadas naturales deben satisfacer los mismos
requisitos que en coordenadas cartesianas.
a) Condicion de compatibilidad nodal

Esto implica que se cumpla:

=]

o (2.43)
I # ]

1.
Ni(f,-,??,-)={o ;

b) Condicién de sélido rigido
Para un elemento aislado esta condicion se satisface siempre y cuando la suma de las

funciones de forma en cualquier punto del elemento sea igual a la unidad, esto es:

Zn: Ni(&7) =1 (2.44)
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2.4.3.3.2. Elementos rectangulares Lagrangianos

Los términos polindmicos contenidos en las funciones de forma de un elemento
Lagrangiano pueden obtenerse facilmente del tridngulo de pascal a partir del grado de los

polinomios en cada direccién, como se indica en la Figura (2.7).

Ea
RN 3
g \&/ ' .
ca
&3 1 0, 918 7

gn En M ()

/_\ ca

3 3

g

g &n En M

g Emgn g gn o

Figura 2. 7 Términos polinémicos contenidos en las funciones de forma de elementos rectangulares de la
familia Lagrangiana.; a) 4 nodos, b) 9 nodos, ¢) 16 nodos.

(b)

Para el elemento de cuatro nodos las funciones de forma contiene cuatro términos
polinémicos, éste elemento es el mas sencillo de la familia.

Para los elementos de nueve y dieciséis nodos, es decir, elementos de segundo y
tercer grado respectivamente, los términos polinémicos de las funciones de forma coinciden

con el nimero de nodos que estos contienen.

De ésta misma forma se obtienen los términos de los elementos de grados mayores.

2.4.3.3.3. Elementos rectangulares Serendipitos

Las funciones de forma de los elementos de esta familia no se pueden obtener de una
forma tan sistematica como la anterior. Esta familia se caracteriza por tener en los bordes
del elemento los nodos necesarios para obtener la variacion que se desea (lineal, cuadratica,

cubica, etc.) y en el interior se escogen el minimo nimero de nodos de manera que se
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obtenga una variacion polinémica de £y n completa y simétrica, del mismo grado que la
variacion sobre los lados. Oriate (1992)
Los términos de los elementos mas populares de esta familia se pueden obtener de

forma sencilla, como se aprecia en la Figura (2.8).

T cA
4 3
iz rlz o 10 ;;AS 7
2 2 3
&3 En &n ! (a) c 1 °,
12 5
/_\ )
SA 5 1 2 3 4
7 3
(c)
8 4 5 4 32 23 4 s
n & &n&n &n &n 1
E_,] ﬂ3 1 2 3
3 2 2 3 4
g &n &mn &n 7 (b)

Figura 2. 8 Términos polinémicos contenidos en las funciones de forma de elementos rectangulares de la
familia Serendipita.; a) 4 nodos, b) 8 nodos, ¢) 12 nodos.

Se puede observar que el elemento Serendipito de cuatro nodos contiene los
mismos cuatro terminos que el elemento de cuatro nodos de la familia Lagrangiana, por
consiguiente éste elemento pertenece a ambas familias.

Para un elemento de grado dos se omiten los términos del producto de ambas
variables de segundo orden. Es importante resaltar que, para un elemento de tercer orden
esta familia también deja de considerar el producto antes mencionado, sélo lo considera

cuando el elemento es de cuarto orden.

2.4.3.4. Formulacion isoparamétrica
Para que el método de los elementos finitos se desarrollara hasta los niveles en los

hoy se encuentra, fue de mucha importancia el concepto de formulacion paramétrica.

Caélculo de la matriz de rigidez en forma analitica de un elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos

29



CAPITULO Il. Marco teérico

Las formulaciones paramétricas se caracterizan por interpolar la geometria del
elemento a partir de una serie de puntos conocidos. Esto es esencial para encontrar la

relacion entre las coordenadas naturales y las cartesianas.

2.4.3.4.1. Interpolacion paramétrica de la geometria
De la formulacion del método, se tiene que para elementos de elasticidad plana el

desplazamiento de un punto se expresa por:
u(x y) =Y Ni(&,7)-ui ; V(% y) =D Ni(&,n)-vi  (2.45)
i=1 i=1

Donde las Ni(& 7)) representan las funciones de forma o de interpolacion de los
desplazamientos en coordenadas naturales y n es el numero de nodos del elemento. Ofiate

(1992)

Cuando se expresan las deformaciones, como por ejemplo &, se tiene:

g oMy NEn) (2.46)
oxX OX

Lo que amerita evaluar la derivada de Ni(&,7) con respecto a la variable cartesiana x.

Debido a que las funciones de forma no estan en funcion de las coordenadas cartesianas

sino de las coordenadas naturales, se utiliza la regla de la derivacién en cadena para

representar:
NN oz N op NN e Noan 0
ox 0f ox o o oy o¢ oy on oy
N T op ] [N
;i; - 2%{ 2%;_ : fgﬁL (2.48)

oy & | | on
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La ecuacion (2.48) requiere de evaluar las derivadas:

% . o
2 Sz S G

para lo cual hay que conocer una relacién explicita entre las coordenadas naturales y las
cartesianas, ésta se pude obtener mediante la interpolacion paramétrica del elemento. Ofiate
(1992)

Si se conocen las coordenadas (X1,y1), (X2,¥2), ..., (Xm,Ym) de m puntos del elemento, se
pueden calcular las coordenadas de cualquier punto del mismo interpolando los valores de
las coordenadas conocidas.

Esto se escribe como:
x=YNi(gn) % y=Y Ni(&n) i (2.49)
i=1 i=1

Onfiate (1992) explica que “se deduce que Ni son funciones de interpolacion de la
geometria que satisfacen los mismos requisitos de que las funciones de forma utilizadas

para interpolar los desplazamientos.” Es decir deben tomar el valor de uno en punto i y cero
en los demas (m-1) puntos. Con lo que Ni (&,7m), se escogen en base al numero de puntos m
escogidos. La relacion (2.49) puede interpretarse como la transformacion de coordenadas
(&n) — (x,y), siendo fundamental que dicha transformacion sea biunivoca.

Debido a que las relaciones (2.49) establecen a las variables cartesianas como funcion

de las variables naturales, no se puede evaluar las derivadas:

% o & o
@(’o‘x’ayy@

Pero se pueden evaluar las derivadas:
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para esto se invierte la derivacién en cadena:

N, N, ox  oN; oy NN ax Ny e
85 ox o0& oy o on ox on oy O0On '
Y en forma matricial se tiene
N [ox & [oNi Ni
ad | | d of ox | _ 4] X

Donde J® representa la matriz de transformacién de coordenadas o Jacobiano, y al

.. . -1 .
multiplicar por la inversa @(e)) a ambos lados se obtiene:

ONi ONi oy oy ONi
X _ (oY) & | _ 1 on o0& | | &
ZN (i ) ONi [ ‘J @] | ox OX ONi (2.52)

2% an on 0§ an
Donde |[J®), es el determinante del jacobiano, el cual permite expresar el diferencial
de area en coordenadas naturales como:

dA:dmw=p@>d@n (2.53)

De (2.52) se extrae que:

o Oy oy of

N, 1 _(aNi oy ON, ay) CON, 1 _(aN ox  ON, ox

- - XA j (2.54)
X ‘i(e) oy ‘l(e) on o0& O 0
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2.4.3.4.2. Tipos de formulaciones
Segun lo establecido por Ofiate (1992),
hay que considerar dos clases de puntos. Los que se utilizan para interpolar

el campo de desplazamiento (nodos), que definen las funciones de forma N;,
y los que se utilizan para interpolar la geometria del elemento, que definen

las funciones de interpolacion de la geometria Ni .

Dichos puntos pueden coincidir 0 no y esto hace que la formulacion reciba un

determinado nombre:

a) Formulacién Superparamétrica
Si el nimero de nodos n usados para la interpolacion de los desplazamientos es menor
al nimero de puntos m utilizados para interpolar la geometria, entonces las funciones
de interpolacion de los desplazamientos o funciones de forma N; serdn de menor
grado que las funciones de interpolacién de la geometria Ni y la formulacion se

denomina superparamétrica. Esto es (n < m). Ofate (1992)
b) Formulacién Isoparamétrica
Si (n = m), entonces las funciones de interpolacion N; = Ni , y la formulacion se llama
isoparamétrica. Ofate (1992)
c) Formulacion Subparamétrica
Si entonces (n > m), implica que la funciones de forma N; seran de mayor grado que

las funciones de interpolacion de la geometria Ni . Ofiate (1992)
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2.4.3.5. Requisitos para la convergencia
El analisis de una estructura por el MEF es correcto si al aumentar el nimero de
elementos, es decir, discretizar o refinar el medio continuo eléstico, las respuestas de la
estructura se aproximan cada vez mas a la solucion exacta de las ecuaciones de gobierno.
Cuando no se conocen las ecuaciones de gobierno y, por tanto, no se conoce la
respuesta exacta de la estructura, la convergencia de las soluciones se constata por el hecho

de que se verifiquen las ecuaciones de equilibrio en cualquier punto de la estructura.

2.4.3.5.1. Condicién de continuidad

El campo de desplazamientos debe ser continuo en el interior del elemento.

2.4.3.5.2. Condicion de derivabilidad
La aproximacion polindmica de las funciones de forma deben ser derivables al menos

hasta el orden de las derivadas que aparecen en las integrales del problema.

2.4.3.5.3. Condicién de integrabilidad
La derivada de orden n de una funcion es integrable si son continuas sus (n-1)

primeras derivadas.

2.4.3.5.4. Criterio de la parcela
En un conjunto de elementos finitos, se considera la aplicacion del criterio de la
parcela cuando se aplican en los nodos del contorno, movimientos prescritos,
correspondiente a un campo de desplazamientos prefijados y conocido en toda ella.
El elemento satisface el criterio de la parcela si la solucién obtenida para los
desplazamientos y deformaciones en el interior de la parcela coincide con la que se

deduciria analiticamente del campo de desplazamientos conocido.

Caélculo de la matriz de rigidez en forma analitica de un elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos

34



CAPITULO Il. Marco teérico

a) Condicion de deformacion constante
Para lograr un estado de deformacion constante, es necesario refinar las condiciones
de borde de los elementos.

b) Condicion de cuerpo rigido

Al someter un conjunto de elementos a un campo de movimientos impuesto en su

contorno como so6lido rigido, debe obtenerse una deformacién nula en su interior.

2.4.3.5.5. Condicién de compatibilidad
Los desplazamientos deben ser continuos en los puntos o nodos situados dentro de los
elementos y en sus bordes o contorno. Por tal razén, la compatibilidad dentro de los

elementos esta garantizada utilizando polinomios como funciones de desplazamientos.
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2.5. Formulacion para el elementos finito isoparamétrico de cuatro nodos

A continuacion se presenta la formulacion del método de los elementos finitos, para

el elemento finito cuadrilatero de cuatro nodos.

2.5.1. Discretizacion del campo de desplazamientos.

Se establece de la ecuacion (2.24) que:
4 4
u(x,y) = Ni-ui ; V(X y) =D Ni-vi (2.55)
i=1 i=1

Lo que matricialmente se expresa:

u=N10N20N30N40.v2 (2.56)
0 NN, 0 N, 0 N, O N,

U(2x1) = N(ZXS) -2 @) (2.57)

Donde las (N;), son las funciones de forma o de interpolacion de los desplazamientos,
correspondientes a el elementos de cuatro nodos. Estas son funciones biliniales como se
puede apreciar:

1
N, = Z(l—f)(l—ﬂ)

N, = 2@+ E)a-1) (2.58)
N, =3 @+ a+7)

N, =4 A-£)a+n)
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2.5.2. Discretizacion del campo de deformaciones

De la ecuacion (2.27) se deduce que:

o NV _ON (2.59)

4
LT

Lo que matricialmente representa:

ul
% [N oN oN oN 11"
A1 0 S22 o0 = o0 S 0 ||y
OX oX oX oX OX
Vv
e=) Mol o Moo Mg M Mo 121 (2.60)
oy oy oy oy Y | |Us
@+@ ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON, 0N, v,
OX OX oy ox oy ox oy ox oy oX u
L - 4
V3
Eany = B -a% @) (2.61)
2.5.3. Discretizacién del campo de tensiones.
De lo planteado en (2.30) y (2.31) se tiene:
O3y = D(3x3) “Eix) T D(3x3) ) B(3x8) -2 @) (2.62)
O ia) = D) '(8(3x1) +&%) + %6 (2.63)
Y expresando (2.63) en forma matricial se tiene:
o [d, d, 0 e | | &% o'
oyr=dy dy 0 ||, 40y p+i0y (2.64)
Txy 0 0 d33 ]/Xy }/Oxy Toxy
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2.5.4. Matriz de rigidez.
Siguiendo la formulacion y de lo establecido en (2.40), se tiene que la matriz rigidez

del elemento finito cuadrilatero de cuatro nodos viene dada por:

K axe) = j 0 BT ©9 D5y Baset dxdly (2.65)

Si se define una submatriz de rigidez (k;) para cada variacion entre los nodos del

elemento, se tiene que:

.
Kioxe) = .”A B’ 23 D) By 5, AXClY (2.66)
Don de (B;) es una submatriz de deformacion desplazamiento asociadas al nodo i, tal

que:

(2.67)

oy

Il
2|2 o »[2
2222 o

2.5.5. Formulacion isoparameétrica

Haciendo uso de la formulacion isoparamétrica expuesta anteriormente, la cual
establece que las mismas funciones de interpolacion de los desplazamientos son utilizadas
para interpolar la geometria, se define la geometria del de elemento a partir de las

coordenadas de sus cuatro nodos.

2.5.5.1. Relacion de interpolacion geométrica

Para definir la geometria del elemento se utilizan las relaciones:

X=ZNi(‘§:77)‘xi y=ZNi(‘§’77)‘yi (2.68)
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Donde (N;) son las mismas funciones de forma, por lo tanto se pude denominar

transformacidn isoparamétrica.

2.5.5.2. Jacobiano de la transformacion
Para el calculo de los términos del jacobiano se utiliza la transformacion

isoparamétrica (2.68), para obtener las derivadas siguientes:

%_iaN (§ ) _X .4 oN, (5 ) (2.69)
y LN dy & oN (&)
e L ae N &, Y (270)

De forma que:

o | Slae e 25N

g (),

on on
Finalmente se expresa la submatriz de deformacidn-desplazamiento en funcién de las

coordenadas naturales, de la siguiente manera:

_éNi (5’77) 0
X
Bi(&.n) = 0 Nile'm) (2.72)

&
N; (&) N (n)
XN X

2.5.5.3. Integracion sobre el dominio normalizado
Finalmente podemos expresar la ecuacion de célculo de la submatriz de rigidez (2.66)
en funcion de las coordenadas naturales y poder hacer la integracién en el dominio

normalizado.
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Kij =fl_[11§iTQ Ej t ‘J(e)

dédn (2.73)

Si se sustituye (B" y Bj) por sus expresiones en funcion de las coordenadas naturales,

la cual esta dividida por el determinante del jacobiano, luego de simplificar nos queda:

K :jj‘gi (&,m)D Ej(ég’ﬂ) t dédn 2.74)

oA 99

Finalmente vemos que los términos de (B'; y B;) y el determinante del jacobiano ‘J &

son funcion de las variables de integracion. La solucion de esta integral para cada
combinacion de nodos resuelve el problema del céalculo de la matriz de rigidez de este

elemento.

2.5.6. Integracion de la matriz de rigidez

En los programas de elementos finitos, el problema de integrar la matriz de rigidez es
usualmente resuelto a traves de métodos numeéricos de integracion. Como vimos en los
antecedentes ya se ha integrado la expresion de la matriz de rigidez del elemento finito
isoparamétrico de cuatro nodos, tanto en forma analitica como en forma semi-analitica, sin
embargo se han desarrollado pocos elementos con estas técnicas, lo que explica su poca
utilizacion. Se presenta a continuacion una breve explicacion de estas formas de

integracion.

2.5.6.1. Integracion numérica
Es de uso extendido en muchos programas de elementos finitos el método de
integracion de Gauss-Legendre o cuadratura de Gauss.

Para elementos cuadrilateros la cuadratura se expresa como:
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[[o(cmdédn = [de-3 g, maW, = 33 9E, m)WW,  (2.75)

-1-1 p=1 g=1
Donde np y ng son los nimeros de puntos de integracion seleccionados en cada una
de las direcciones (&, 7) respectivamente. Siendo & y nq las coordenadas naturales de cada
punto de integracion p y q. W, y W, son los pesos correspondientes a cada direccion en
dicho punto.
Es importante resaltar, que una cuadratura de orden N en cada direccion natural,
puede integrar de forma exacta, polinomios de hasta (2N-1) grado en la correspondiente

coordenada natural.

En la Figura (2.9), se muestran algunas de las cuadraturas bidimensionales mas

comunes sobre dominios cuadrilateros.

Ea €a
4 3 4 3
L] L]
" i
[} [}
1 2 1 2
(@) (b)
€a €a
4 3 4 3
L] L L] e L] L ] L]
® L] L] L]
° >
1’] () ® [ ) [ ] ‘r]
L] ® L] ® L] L] L]
1 2 1 2

Figura 2. 9 Cuadratura de Gauss-Legendre sobre elementos cuadrilateros: a) 1x1, b) 2x2, ¢) 3x3y d) 4x4,
puntos de integracion.

Complementaria a la ecuacion (2.75), es necesaria la utilizacion de una tabla de

coordenadas de los nodos y pesos de ponderacion, como la siguiente.
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Tabla 2. 10 Coordenadas y pesos de los puntos de integracidn para cuadraturas de NxN.

N tfytn Wiy W
1 0.0 2.0
2 \@A =0.577350269189626 1.0
3 0.774596669241183 0.555555555555556
0.0 0.888888888888888
4 0.861136311594053 0.347854845137454
0.339981043584856 0.65214 51548 62546
0.906179845938664 0.236926885056189
5 0.538469310105683 0.478628670499366
0.0 0.568838383838889

Es importante destacar el caracter aproximado de la solucion de la integracion de
expresiones polindmicas de grado mayor a (2N-1), y de cualquier otro tipo de expresiones,

entre estas, las expresiones racionales tipicas de las matrices de rigidez.

2.5.6.2. Integracién numérica, técnica semi-analitica
La técnica de integracion semi-analitica que fue desarrollada en Griffiths (1994), se
basa en la el método de Gauss-Legendre para obtener expresiones que fueron denominadas
semi-analiticas debido a que son producto de la integracion numérica y no de la
integracion exacta o analitica.
La técnica consiste en realizar las operaciones simbdlicas para obtener las
expresiones a integrar y con el uso de un sistema de algebra computacional se desarrollan

las sumas de las expresiones evaluadas en los puntos de gauss como se indica.

L1BT(&7)D B, (£7) w g B(E,7,)D B, (£,7,)
ij = td = — P Wqu
} H 9€).m) = Z 99)(€,074)
(2.76)
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Con este procedimiento se obtiene una expresion para cada término. Con el objeto de
simplificar los calculos se buscan similitudes en las expresiones semi-analiticas integradas,
para esto se agrupan segun analogias entre las combinaciones de los grados de libertad
(GDL), como por ejemplo combinaciones de GDL paralelos u ortogonales, adyacentes y
opuestos. Esto permite que con realizar algunos intercambios de coordenadas, se pueda
utilizar una sola expresion para calcular todos los terminos de la matriz de rigidez.

Finalmente se entiende que esta técnica reduce el tiempo de calculo, pero no mejora

la precision para elementos distorsionados, ya que utiliza integracién numérica.

2.5.6.3. Integracion exacta, técnica analitica

La integracion exacta de la matriz de rigidez puede reducir el tiempo de célculo y no
presenta problemas de precision esto implica exactitud en las variables fundamentales sélo
en los nodos, ya que el método aproxima en el interior de los elementos.

Pude ser laborioso integrar analiticamente, ya que en el integrando se presentan
funciones racionales y dependiendo del grado que presenten las variables en el
denominador, se incrementard la dificultad.

Se menciond en los antecedentes que para el elemento finito de cuatro nodos
isoparamétricos algunos investigadores habian presentado formulas de integracion analitica
para el calculo de la matriz de rigidez, estas se han encontrado a través de diferentes
técnicas y la mayoria de ellas han sido con la ayuda de algun sistema de algebra
computacional (SAC).

Una de las ultimas técnicas analiticas, es la desarrollada por Videla et al (2005), ésta

fue utilizada para integrar analiticamente el elemento finito subparamétrico de ocho nodos
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y permitié optimizar el calculo. En el proximo capitulo se presentard de forma detallada
esta técnica y se implementara para el calculo del elemento finito isoparamétrico de cuatro

nodos.

2.5.7. Consideracion sobre el comportamiento del elemento finito de cuatro nodos

Una importante consideracion, que se deberia hacer sobre este tipo de elementos
cuadrilateros, es el alto grado de precision que se logra en problemas en los cuales la
solicitacion de la estructura es esencialmente de traccion o compresion. Por el contrario,
en problemas en los que la solicitacién predominante es de flexién, dicho elemento es de
poca precision. Se hace necesario utilizar mallas muy tupidas para obtener resultados
minimos aceptables. Esta condicion para el calculo, generalmente es poco rentable en el
sentido de tiempos de ejecucién en computadora. Por ello, se han utilizado técnicas
especiales para mejorar su comportamiento, algunas de estas pueden encontrarse en Ofiate

(1992).
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Caprituro 111

Implementacion de la técnica de
integracion analitica

En este capitulo se resumen todos los pasos seguidos y desarrollados realizados con el
sistema de é&lgebra computacional Maple, a través de los cuales se obtuvieron las
expresiones de integracion analitica para el célculo de la matriz de rigidez del elemento
finito cuadrilatero isoparamétrico de cuatro nodos.

En primer lugar se explica a grandes rasgos que son los sistemas de algebra
computacional, su importancia en la ingenieria y se detalla un poco sobre el Maple, el cual
fue el SAC utilizado en este trabajo.

En segundo lugar se describe los pasos de la técnica de integracion analitica de
matrices de rigidez desarrollada en el trabajo de Videla et al (2005), y que fue seguida en
este trabajo para integrar en forma analitica la matriz de rigidez del elemento descrito.

En tercer lugar se presenta en detalle el desarrollo de todas las expresiones y
constantes obtenidas durantes la implementacion de la técnica para este elemento y
finalmente se presenta dos etapas dentro del proceso de optimizacion del célculo de la
matriz de rigidez en forma analitica, en las cuales se estudiaron mdultiples alternativas para
optimizar y simplificar las constantes, expresiones, algoritmos y el codigo; que permitieron

una mayor eficiencia en la rutina realizada en esta investigacion.
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3.1. Sistemas de algebra computacional (SAC)

3.1.1. Antecedentes

Los Sistemas de Algebra computacional (SAC) son herramientas para realizar
calculos matematicos tanto en forma numérica como simbolica. Estos programas son
utilizados corrientemente, entre los mas conocidos estan: Derive, Reduce, MathCAD,
Matlab, Mathematica, Macsyma, y Maple entre otros.

Todos los SAC son capaces de realizar operaciones algebraicas de manera parcial o
total, en este mismo sentido la derivacion e integracion de funciones son muy comunes de
analizar en estos programas. Actualmente los SAC tienen rutinas incorporadas de
matematica simbdlica, permitiendo al usuario un desarrollo mucho mas general de las
expresiones matematicas.

Los sistemas de algebra computacional (SAC) pueden ejecutarse interactivamente; las
expresiones que se pueden obtener son tanto numéricas como simbolicas. El usuario
introduce las expresiones que requiere, luego realiza las operaciones y se generan
resultados en la pantalla.

Otro aspecto de relevancia en los SAC es la manipulacién algebraica de polinomios.
Ademas estos sistemas realizan operaciones fundamentales con matrices; también se

pueden desarrollar procedimientos y secuencias de cddigos, entre otras cosas.

3.1.2. Aplicaciones comunes

En la ingenieria los SAC han sido de gran importancia gracias a la manipulacién de
grandes cantidad de datos y con resultados rapidos. Por ello el uso de éstos sistemas se esta
incrementando dia a dia en el analisis de problemas que se presentan en la ingenieria y la

ciencia.
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Actualmente se ha difundido el uso de estos sistemas para analizar y calcular
problemas en diferentes ramas de la ingenieria, tales como ingenieria aeroespacial,
estructural, geotecnia, fluidos y muchas otras.

En particular los SAC se pueden utilizar para trabajar en diferentes métodos como
elementos finitos, diferencias finitas, elementos de contorno, etc.; gracias a sus capacidades

simbolicas.

3.1.3. Maple

El Maple es un programa desarrollado desde 1980 por el grupo de célculo simbdlico
de la universidad de Waterloo (Ontario, CANADA). El nombre proviene de las palabras
MAthematical PLEasure. Ochoa et al (2002)

Maple es capaz de resolver una amplia gama de problemas entre los cuales los de
mayor interés son los basados en el uso de métodos simbdlicos. Es capaz de realizar
operaciones matematicas tales como despejar una variable, agrupar términos, simplificar,
derivar e integrar, entre otras. Ademas puede resolver sistemas de ecuaciones y realizar
operaciones matriciales en forma simbdlica. Todo esto aunado a una interfaz grafica de

facil manejo, hace de Maple una herramienta versatil al igual que otros sistemas.
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3.2. Técnica de integracion analitica

Pasos a seguir para calcular matrices de rigidez de elementos finitos por integracion
analitica.
PASOS
1) Desarrollo simbdlico de la formulacién matricial
Se toman la submatriz de deformacion-desplazamiento B;, la matriz constitutiva D, la

jacobiana J® vy las funciones de interpolacion o funciones de forma, y se realiza:

1.1) Producto matricial (B"; D B))

1.2) Derivadas de las funciones de forma con respecto a las coordenadas
naturales

1.3) Expresion polindmica del determinante jacobiano

1.4) Relaciones de interpolacion geométrica

1.5) Derivadas de las funciones de forma con respecto a las coordenadas
cartesianas

Luego se calculan las expresiones polindbmicas de cada término, producto del

desarrollo de (Bi D B)).

2) Calculo de los términos de la submatriz

3) Identificacion de las Ecuaciones Caracteristicas Basicas ECB
4) Identificacion de la Ecuacion Caracteristica General ECG

5) Extraccidon de las constantes generales de cada término

6) Integracion exacta o analitica de la ECG
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3.3. Implementacion de la técnica para el elemento finito cuadrilatero

isoparametrico de cuatro nodos

Se toma el elemento de la Figura (3.1), ubicado en el plano cartesiano (x,y), con
numeracion de nodos en sentido antihorario y dos grados de libertad por cada nodo, al cual
le corresponde una matriz de rigidez de (8x8), con un total de 64 términos, simplificaAndose

el célculo a s6lo 36 por la simetria de la matriz de rigidez.

v3

3(x3,y3)

Coord
Nodo X Y
1 x1 x1
Yy 2 x2 y2
3 x3 y3
4 x4 v4

Figura 3. 1 Numeracion de los nodos y grados de libertad del elemento.

3.3.1. Desarrollo de la formulacion en Maple
Para obtener las expresiones analiticas de la matriz de rigidez se utiliz6 la
formulacion del método de los elementos finitos para elasticidad plana presentada en el

capitulo anterior, en el cual la matriz de rigidez del elemento K se expres6 asf:

K" =[[.B"DB t dxdy (31)

Donde B es la matriz de deformacion-desplazamiento, D) €s la matriz constitutiva
y t representa el espesor del elemento.
Utilizando la expresion para la submatriz de rigidez kj; para cada interaccion entre los

nodos del elemento, luego de la transformacién de coordenadas:
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dédn (3.2)

lSij =

—

[B7D Bt 9
-1

LN

Recordando que \g@)\ es el determinante de la matriz de transformacion de

coordenadas o Jacobiano.

Finalmente queda representada la formulacién por las submatrices B'; y B; en funcion

de las coordenadas naturales, y la matriz D:

_ | Ny
N, N, ~

1 |
BY =0 N M v B =Yoo Til @3

Bl o N N 9] &

oy X N, N,

L& X
D, D, 0
D= Dz D1 0 (3-4)
0 0 D,

La matriz D contiene los parametros elasticos, como se presentd en el capitulo II.
Para elasticidad is6tropa los nuevos parametros se representan asi:

Para tension plana.
E E
= 1_ V2 X = y D3 = (3.5)

Dl

Para deformacion plana.

B EQ-v) . n Y. _E
Sy e H s (49

Al multiplicar algebraicamente las matrices (B"; D Bj) se obtuvieron las siguientes

expresiones de los cuatro términos de la submatriz de rigidez para cada una de las

interacciones entre los nodos i y j, donde (i=1..4y j=i..4).
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Ni N Ni Nj Ni N Ni N

Ry @(D1+@ ést 11§§Dz+57@( 3

Il ccn || ast
k =t. -1-1 |‘]| -1-1 |‘]| (37)
= ij NI Nj NI Nj NI Nj NI Nj

11@@(D2+@(@D3 11E@D1+§E 3

[] dedp [ dédn

| -1-1 |‘]| -1-1 |J| _

Por otro lado, se desarrollaron a través de la manipulacién simbdlica, las derivadas y
el determinante del jacobiano, necesarios para calcular los términos de la submatriz de

rigidez.

3.3.2. Funciones de formay sus derivadas con respecto a las coordenadas naturales
Considerando las funciones de forma biliniales del capitulo 1I, correspondientes al

elemento finito de cuatro nodos isoparamétrico, se tiene para cada nodo:

Nodo 1
1
N, = Z(l—é)(l—n)
N _ 1.7, oN,_ 1. ¢ (3.8)
& 4 4 on 4 4
Nodo 2
1
N, =Z(1+ &)A-n)
oN, _1 7. oN, _ 1 ¢ (3.9)
o& 4 47 on 4 4
Nodo 3
1
N, :Z(1+ &)A+n)
N _1.¢. N, _1. 7 (3.10)
on 4 4 o 4 4
Nodo 4
1
N, =Z(1—§)(1+ 7))
oN, _ 1 ¢, N, _1 7 (3.11)
on 4 4 o 4 4
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3.3.3. Determinante del jacobiano
Siguiendo lo establecido en el capitulo Il, tenemos que se define la matriz de

transformacion o Jacobiano, de la siguiente forma:

@), 5[
EARIEAS

Resolviendo el determinante de (3.12), tenemos:

Lo ) (AN (N (N,
:(ZQXNE yij ( o¢ yM on Xij (3:13)

Al desarrollar la ecuacion (3.13), se puede expresar el determinante del jacobiano de

4

J (e — ;
4

2

i=1

‘J(e)

la siguiente manera:
9|=AJ-£+BJ-n+CJ (3.14)

Donde AJ, BJ y CJ son denominadas constantes del jacobiano, ya que sélo dependen

de las coordenadas euclidianas de los nodos, como se presenta:
A :%-[xl- (y3+ y4) +x2-(y3— y4) + x3(yl— y2) + x4(—yl+ y2)] (3.15)
BJ = % XL (—y2+ y3) + X2 (YL — y4) — X3 (y1+ y4) + x4 - (y2 — y3)] (3.26)
Cl= % XL (y2 - y4) + X2 (—yL+ Y3) + X3- (—y2 + y4) + x4 - (y1— y3)] (3.17)
3.3.4. Interpolacion geométrica de la coordenadas cartesianas (X, y)

Se definio en el capitulo 11 la relacion entre la coordenada cartesiana x y las naturales

de la siguiente manera:
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x= 3N, () X (3.18)

Al desarrollar la relacion (3.18) se obtiene:

X = %[(()d— X2+ X3— X&) — XL+ X2+ X3 — X4)E + (= XL— x2 + X3+ X4 )7 + XL+ X2 + X3+ x4]
(3.19)

De forma que se pueden obtener las derivadas parciales de la coordenadas cartesiana

X con respecto a las naturales.

%:%[(m—x2+x3—x4)-n—ﬂ+ X2+ X3 x4] (3.20)
ox 1

a—:Z[(xl—x2+x3—x4)-§—)d—x2+x3+ x4] (3.21)
n

De igual forma que en el caso anterior, se obtuvo el desarrollo de la relacién y las

derivadas parciales para la coordenada cartesiana y:

y= Z N; (£.7)- Y, (3.22)
Y= 5[ y2+ y3- yay— Yo+ y2+ Y8 yA): + (- Vi Y2+ Y8+ YA + YL+ y2:+ 1B+ y4]
(4.23)
oy 1
2 =4 VA Y2+ Y3 yA)n—yley2+y3-y4] (3.24)
%{[(yl— Y2+ Y3 y4)-&— yi-y2+y3+yd] (3.25)

3.3.5. Derivadas de las funciones de forma con respecto a las coordenadas cartesianas
Para determinar las derivadas de las funciones de forma, con respecto a las variables
cartesianas, se utilizd las ecuaciones (2.54) obviando el determinante del jacobiano, y

representando las derivadas de la siguiente manera:
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NN dy Ny NN X N X
oX OF on on O "oy o oF OF on '
Del desarrollo para cada nodo se obtuvo:
Nodo 1
%:%[(—y%y4)-§+(—y2+y3)-f7—y4+y2] (3.27)
%:%[(x3—x4)-§+(x2—x3)-77—x2+x4]
Nodo 2
ON 1
L= gl8-y4) &+ (-4 y1) - yi+ v (3.28)
N, =1[(—x3+ X4)- & + (= XL+ x4)-17 — X1+ x3]
oy 8
Nodo 3
ON, 1
= gl Y2)- &+ (ya=y1)-n+y4-y2] (3.29)
N, :1[(—>a+ X2)- &+ (XL—x4)- 1+ x2 — x4]
oy 8
Nodo 4
oN 1
o~ gl Y+ y2)-E+(y2-y3) -+ yi-y3 (3.30)
agly“ :%[(xl—xz)f+(— X2+ X3)- 17 — XL+ x3]

3.3.6. Desarrollo de los términos de la submatriz
Si denominamos g;; a la submatriz que contiene el numerador de las expresiones para
calcular la matriz de rigidez antes de ser integrada y a G la matriz que contiene a las

submatrices Qi tenemos entonces que:

11 gij © 11 9
k=t [ gpadn oy KO=t[] o dady (3.31)

-1-1

Donde los términos de la submatriz g;; son los siguientes:
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?('?(JDHQ'?DS 2|?D2+i;|iﬁ\l(JD3
9= NN . NN NN NN (3.32)
D, + D, D, + D,
yx XKy Fy KX

Con los términos anteriores e interactuando (i=1..4 y j=i..4) se desarrollaron las

expresiones polinémicas de los términos de la matriz triangular superior de G©. Los

términos se utilizaron de la siguiente manera:

Con el termino g;j(1,1) se desarrollaron las expresiones polindmicas de los términos
(G11, G1s, Gis, G17, Gas, Gas, Ga7, Gss, Gs7 Y Gr7) de la matriz G, necesarias para calcular
los términos correspondientes de la matriz rigidez del elemento K.

Con el termino g;;(1,2) se desarrollaron las expresiones de los términos (Giz, Gia, Gis,
Gus, Gas, Gas, Gss, Gss, Gss y Grg) de la matriz G,

Con el termino g;(2,1) se desarrollaron las expresiones de los términos (Gz1, Gas, Gzs,
G27, Gaa, Gas, Gaz, Ges, Ge7 Y Ggr) de la matriz G, perteneciendo los términos (Ga1, G,
Ges Y Gg) a la parte simétrica de la matriz y por lo tanto se calcularon sélo (Ggs, Gos, Gy,
Gas, Gaz Y Gev).

Y con g;j(2,2) se desarrollaron las expresiones de los términos (G, Goa, Gos, Gzs,
Guaa, Gas, Gus, Ges, Geg Y Ggg) de la matriz.

Prosiguiendo con la técnica analitica, se operaron, factorizaron y simplificaron las
treinta y dos expresiones polindmicas G;j;, que conforman la parte triangular superior de la
matriz. G, con el uso del SAC.

A continuacion se muestra el término Gzs, a manera de ejemplo de lo extenso de los

términos que se generan n la matriz G©.
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G,, =[(X2x4 + X3X1— X2X3 - x4X1) - D3+ (—y4yl+ y2y4 + y3yl— y2y3) - D1]- £° +...
[{(—x3XL— x2X1+ X1* — x4 + x2x4 + X3x4) - D3+ (~y3yl+ y3y4 — y2yl— y4® + ..

y2y4 + y1%) - DI} 77 + (X3XL+ X2X1 — X4% + X2x4 + X3x4 — 2 - x2x3 - x1°) - D3 +...

(—y42 —2.y2y3+ y2y4— Y12 + y3yh+ y2yl+ y3yl)- DI]- & +{(-x4* —x1? +...  (3.33)
2-x4X1)- D3+ (—y1* — y4% +2- y4yl) - DI}- n° +{(—x3xL— x2x1+ X1* — x4° +...

X2x4 + x3x4) - D3+ (—y3yl+ y3y4 — y2yl — y4* + y2yA+ y1?) - DI} 17 + ...

(x2XL+ X3x4 — x4XL— x2x3) - D3+ (y2yl+ y3y4 — y4yl—y2y3)- D1

Haciendo uso de las herramientas del Maple, se logro extraer los coeficientes y
representar la expresion polindmica de la siguiente manera:

Gy = Ay - &% +(BKy -7+ CKy )- €+ DKy -7 + EK g - 17+ FK (3.34)

Donde coeficientes AKss, BKss, CKss, DK3s, EK35 Yy FK3s, son factores que son

funcion de las coordenadas cartesianas de los nodos y de los términos de la matriz

constitutiva D.

AK ;o = (X2Xx4 + x3XL— x2x3 — x4X1) - D3+ (—y4yl+ y2y4 + y3yl—y2y3)- D1
BK, = (—X3XL— x2xX1+ X1° — x4% + x2x4 + x3x4) - D3 +...
(—y3yl+ y3y4—y2yl—y4® + y2y4+y1*) - D1

CKyy = (X3XL+ X2XL— X4 + X2X4 + X3x4 — 2- x2x3— X1°) - D3 +...

2 ) (3.35)
(-y4° —2-y2y3+y2y4 -yl + y3yd + y2yl + y3yl)- D1
DK, = (—x4% — X1 + 2 x4x1) - D3 + (~y1? — y4% + 2 y4yl)- D1
EK g = (—X3XL— Xx2XL+ X1 — x4% + X2x4 + x3x4) - D3 + ...
(—y3yL+ y3yA—y2yl—yA* + y2y4+y1*) - D1

FKo = (X2XL+ x3x4 — x4x1— x2x3) - D3+ (y2yl+ y3y4 — ydyl—y2y3)- D1

Al revisar de forma exhaustiva las expresiones de los treinta y seis términos se noto

que estas podian ser representadas por una sola expresion general, como la siguiente:

G, = AK, -2 +(BK, -7+CK, )-£+ DK, -n® + EK, -+ FK, (3.36)

Célculo de la matriz de rigidez en forma analitica de un elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos

56



CAPITULO I11. Implementacion de la técnica de integracion analitica

Donde lo Unico que varia para cada termino G;j; son los coeficientes AKj;, BKj;, CKjj,
DK, EKj; y FKijjlos cuales se denominaron, constantes de la expresion general, debido a
que no dependen de las variables (&,7). Estos seis tipos de constantes generales, estan
conformados por 36 constantes cada uno, esto se traducen en un total de 216 constantes

generales necesarias para el calculo de la matriz de rigidez.

3.3.7. Integracion de la expresion general para los casos del Jacobiano
A traveés de la técnica se obtuvo una expresion general, la cual debe ser dividida entre
el determinante del jacobiano para ser integrada con la ayuda del SAC. Con esta integral se

representa a todos los términos de la matriz.

LLAK. - £24(BK. -n+CK.)-E+DK. -n* +EK. -n+FK.
KlJ ZtJ‘J' ij 93 ( ij n IJ)|§| ij n ij n ij dé:dﬂ (337)
-1-1

Variando los subindices (i=1..8 y j=i..8) se representan los treinta y seis términos de
la parte triangular superior de la matriz de rigidez del elemento (K®). Se mencioné que las
constantes AKj;, BKj;... FKjj, varian para cada término pero no dependen de las variables a
integrar, en cambio el determinante del jacobiano si, y por lo tanto se generaron unas
discriminaciones en casos posibles. En trabajos anteriores de Videla et al (1996) y (2005),
se han a discriminado en casos donde algunas constantes del jacobiano son nulas y se
detectd que estos casos estan asociados con particularidades en la geometria de los

elementos.

3.3.7.1. Casol
Caso donde (AJ=BJ=0). En el apéndice C, se demuestra que cuando esto ocurre
estamos en presencia de un elemento paralelogramo, adoptando la hipétesis de que (CJ>0)

el jacobiano toma la siguiente caracteristica:
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J]=CJ (3.38)
La integral queda:

LLAK. - &2 +(BK, -n+CK.)-&+DK. -n? + EK.. -+ FK..
Klj :tJ‘J‘ ij f ( ij n ”)Ci ij n ij n ij dcfd?] (339)
-1-1

Que tiene la siguiente solucion:
_ (DK + AK;; +3-FK;)

) 3.40
! CttE1l (340)

Donde:

CHEL= m y  CttDen=64x3=128 (3.41)

3.3.7.2. Casoll
Caso donde (AJ= 0), de igual forma en el apéndice C se demuestra a que

particularidad geométrica esta asociado este caso. El jacobiano y la integral se expresan asi:

3[=BJ-n+CJ (3.42)
LLAK. &2 +(BK, -n+CK,)- £+ DK, -n° +EK. -n+FK_
KIJ:tJ‘J' ij é ( ij n |]) é: ij n ij n ”dfd?] (343)
bt BJ.-n+CJ

Esta integral es racional, pero al ser de una sola variable tiene una solucién simple,

como se muestra:

_ (Actt2, - Ln(-BJ + CJ) + Bett2, - Ln(BJ + CJ) + Cett2,)

i 3.44
! CttE2 (3.44)

CttE2 = CttDen- BJ® (3.45)
En la ecuacion integrada los factores (Actt2;, Bctt2; y Cctt2;) son constantes que
contienen a las constantes de la expresion general y las del jacobiano, como se muestra:
Actt2, =-2-BJ?- AK; —6-BJ*-FK, +6-BJ-CJ-EK, —6-CJ* DK,
Bett2, =2-BJ* - AK; +6-BJ°-FK, —6-BJ-CJ-EK, +6-CJ?- DK (3.46)

Cett2, =—12-BJ-CJ-DK; +12-BJ? - EK,
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3.3.7.3. Caso Il

Caso donde (BJ= 0). El jacobiano y la integral se expresan asi:

J[=AJ-£+CJ (3.47)
LLAK. - E2 +(BK, -n+CK.)-&+DK. -n? + EK. -+ FK..
KIJ:tJ'J‘ ij f ( ij n |]) 5 ij n ij n ”dé:dﬂ (348)
bt Al-£+CJ
y tiene la siguiente solucion:
(Actt3; - Ln(—AJ + CJ) + Bctt3;; - Ln(AJ + CJ))
i = (3.49)
CttE3
CttE3 = CttDen- AJ® (3.50)

Las constantes (Actt3;, Bctt3; y Cctt3;), son:

Actt3; =-2-A)?-DK, —6-AJ?-FK, +6-AJ-CJ-CK, —6-CJ?- AK,
Bctt3, =2- AJ?- DK, +6-AJ? -FK, —6-AJ-CJ-CK, +6-CJ?- AK, (3.51)

Cett2, =-12-AJ-CJ- AK; +12- AJ? -CK,

3.3.7.4. CasolV

Caso general donde (AJ=0) y (BJ=0). El jacobiano y la integral quedan:
J[=AJ-£+BJ-7+CJ (3.52)

LLAK. -E24+(BK. -n+CK.)- £+ DK, -n*+EK, -n+FK.
K”:tJ'J' ij g ( ij n |]) é: ij n ij n ”dgdﬂ (353)
Al-£+BJ-n+CJ

-1-1

Este es el caso mas laborioso para este tipo de elemento, donde se debe resolver una

integral doble de una expresion racional de grado uno en ambas variables.
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Para la integral (3.53), se logrd expresar la solucion del Maple, de la siguiente
manera:

« _ Actt4-Ln(AJ + B+CJ) + Bettd- Ln(AJ - BJ + CJ) + Ccttd- Ln(-AJ + BJ + CJ) + Dettd-Ln(-AJ - BJ + CJ) + Ecttd
v CHtE4

(3.54)
CttE4 = CttDen-2- AJ° - BJ® (3.55)
Donde los factores (Actt4;;, Bctt4;;, Cettd;;, Dcttd;; y Ectt4;;), son grandes constantes y

se presentan en el apéndice A debido a lo extenso de las expresiones.

Ademas en el apéndice A se muestra con detalle la integracion de los cuatro casos

con el Maple.

Célculo de la matriz de rigidez en forma analitica de un elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos

60



CAPITULO I11. Implementacion de la técnica de integracion analitica

3.4. Optimizacion

El proceso de optimizar el calculo de la matriz de rigidez se realiz en dos etapas, las

cuales contemplan varios aspectos con los que se logré que la rutina realizada fuera méas

eficiente.

3.4.1. Etapa I: Optimizacion de las constantes

Para lograr eficiencia en la rutina se realizaron las manipulaciones necesarias para

factorizar y simplificar las constantes con el objeto de tener el menor nimero de

operaciones de basicas (multiplicaciones, sumas, etc.)

3.4.1.1. Reduccion de las constantes

Se redujeron algunos términos al inicio de la formulacién, buscando disminuir el

volumen de célculo. Se sustituyeron las diferencias entre las coordenadas del elemento por

doce nuevas constantes como se muestra:

AX1=x4-x3; AX2=x2-XL; AX3=X3-X2;
AX4=x4-X1; AXS5=x4-x2; AX6=x3-X,
AYl=y4d—-vy3; AY2=y2-Vyl; AY3=Yy3-Yy2;
AY4=y4—-yl; AYS=Yy4—-y2; AY6=y3-yl.

Estas graficamente representan lo siguiente:

AX6
AX5
3
4 AY1
Y AY6
1 , L AY2
AX4 AX1 AX3
X AX2

Figura 3. 2 Parametros del elemento.

(3.56)
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Estas constantes fueron sustituidas en las derivadas de las funciones de forma con

respecto a las coordenadas cartesianas como se muestra a continuacion:

Nodo 1
My _Lavi-g 1 AY3.— AYS] (3.57)
ox 8
M, L Ax1-£- AX3.5+ AXS]
oy 8
Nodo 2
N, _ 1[_ AY1. & +—AY4.-7n+ AY6] (3.58)
ox 8
N, :1[Ax1-§+Ax4-n—AX6]
oy 8
Nodo 3
N, :1[— AY2. £+ AY4-77 + AY5] (3.59)
ox 8
aNS:1[Ax2-§—Ax4-77—Ax5]
oy 8
Nodo 4
N, zl[sz-g— AY3.7— AY6] (3.60)
ox 8
6N4:1[—Ax2-§+Ax3-n+Axes]
oy 8

Estas doces constantes permitieron que el numero de operaciones bésicas de calculo
en las 216 constantes generales disminuyera, logrando mayor eficiencia en el calculo.
Como ejemplo se presenta la constante EKi; antes y después de la reduccidon, y las
cantidades de adiciones, representadas por el comando Maple como (additions) y

multiplicaciones (multiplications), de cada una.

EK,, = (X34 + X2° — x2x3 + X4XL— x4% — x2x1) - D3+ ...

2 ) (3.61)
(y2° +y3yd+ y4yl—y2yl—y2y3—y4°)-D1
11 additions + 14 multiplications
EK,, = AX3-(-AX6+ AX5)-D3+ AY3-(AY5—- AY6)- D1 (3.62)

3 additions + 6 multiplications
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3.4.1.2. Términos iguales en las constantes generales
Se inspeccionaron todas las constantes clasificandolas por tipo y se encontrd que de
los 36 términos que contienen cada una las constantes tipo AKj, DK;j y FK;j solo era
necesario calcular 10, ya que el resto se repetian. Para las constantes tipo BKjj, CKj; y EK;;
no se encontraron repetidas. Esto logré una importante disminucién en el numero de

operaciones de la rutina, ya que de las 216 constantes finalmente sé6lo calculan 138.

3.4.2. Etapa Il: codificacion
Con todas las simplificaciones echas en las constantes, se procedio a realizar el
codigo final, para lo cual se tomaron en cuenta diferentes algoritmos con la finalidad de

obtener el mas eficiente (ver apéndice D).

3.4.2.1. Algoritmo de célculo
El algoritmo elegido y codificado para realizar el calculo de los términos de la parte
triangular superior de la matriz de rigidez, se desplaza por las filas del arreglo, para esto se
establecidé el indice f que varia de (f = 1..36), éste establece cuales son las constantes que se
utilizan para cada término y se va incrementando dentro del ciclo (i, j), f toma los
siguientes valores para cada término de la matriz de rigidez:

j:1 2 3 4 5 6 7 8

(1 2 3 4 5 6 7 8
9 10 11 12 13 14 15

16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26

27 28 29 30

31 32 33

34 35

36

0 N O OB~ W N

Figura 3. 3 Valor del indice f para cada término (i, j) de la matriz de rigidez.
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Se agruparon las constantes de cada tipo dentro de vectores de 36 téerminos, de forma
que los vectores (AK(f), BK(f), CK(f), DK(f), EK(f) y FK(f)), para (f=1..36), contiene todas

las constantes de cada tipo.

3.4.2.2. Proceso de codificacion
Al realizar el cddigo se busco no realizar operaciones repetidas dentro de los ciclos
calculo de la matriz de rigidez, para lo cual se asignaron nuevas constantes a aquellas
expresiones cuyos valores que no dependian de fy se colocaron fuera del ciclo. Un ejemplo
importante de esto, son las expresiones logaritmicas en cuyo argumento se encuentran sélo
las constantes del jacobiano, para el caso IV se tiene:

_ (Actt4(f)- Alog4 + Bett4(f)-Blog4 + Cctt4(f)-Clog4 + Dctt4 - D log 4 + Ectt4)

“ CHE4
(3.63)
Alog4=In(AJ+BJ+CJ); Blog4=In(AJ-BJ+CJ)
Clog4=In(-AJ+BJ +CJ); Dlog4=In(-AJ-BJ+CJ) (3.64)

3.4.2.3. Términos iguales en la matriz de rigidez

Durante el proceso de optimizacion del célculo de la matriz de rigidez, se analizo la
posibilidad de que existieran terminos exactamente iguales dentro de los 36 que conforman
la parte triangular superior de la matriz. Ya se observd que existe una expresion general
que genera todos los términos de la matriz de rigidez par cada caso, y que las constantes
generales AKj, BK;; ... FKj; varian para cada termino. También se comentd en los tipos
BK, CK y EK existen algunas constantes idénticas analiticamente, pero para los demas tipos
no se encontrd ninguna igual, con lo cual se asume que no hay términos que tengan todas

las constantes analiticamente iguales.
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Al ejecutar seguidas veces el programa se pudo observar que numéricamente existian
algunos términos iguales dentro de la matriz de rigidez, y la cantidad de términos iguales
dependia del caso y forma del elemento como se observa en la tabla (3.1).

Tabla 3. 1 Términos repetidos en las matrices de rigidez, por inspeccion de ejemplos.

Matriz del CASO | CASO I CASO 11l | CASO IV

Cuadrado En general AJ=0,BJ=0 | AJ=0,BJ=0 AJ=0,BJ=0
paralelo a (x,y) AJ=BJ=0

N° de
términos 30 10 4 6 2
repetidos

Los resultados de la tabla (3.1) son producto de la inspeccién de los términos de
varias matrices de rigidez.

Con la finalidad de obtener un sustento analitico de esto, se clasificaron las
constantes por término y se obtuvo que para el caso 1V, donde los términos Kis y Kzs eran
numéricamente iguales, analiticamente no lo eran. Se encontrd que todas las constantes de
estos términos presentaban los factores de las constantes D2 y D3 intercambiados. Como se

observa a continuacion.

AK(6)= AY1*D2*AX2 + AX1*D3*AY2
AK(12)= AX1*D2*AY2 + AY1*D3*AX2

BK(6)= ( AY2*AX3-AX1*AY4)*D3 + (AX2*AY3-AY1*AX4)*D2
BK(12)= ( AX2*AY3-AY1*AX4)*D3 + (AY2*AX3-AX1*AY4)*D2

CK(6)= (~AY2*AX5-AX1*AY5)*D3+(-AY1*AX5-AX2*AY5)*D2
CK(12)= (~AX2*AY5-AY1*AX5)*D3+(-AX1*AY5-AY2*AX5)*D2 (3.65)
DK(6)= -D2*AY3*AX4 - D3*AX3*AY4
DK(12)= -D2*AX3*AY4 - D3*AY3*AX4

EK(6)= (~AY5*AX3+AX5*AY4)*D3 + (AY5*AX4-AY3*AX5)*D2
EK(12)= (-AY3*AX5+AY5*AX4)*D3 + (AX5*AY4-AX3*AY5)*D2

FK(6)= D3*AY5*AX5 + D2*AY5*AX5
FK(12)= D3*AX5*AY5 + D2*AX5*AY5
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Debido a el poco beneficio que generaba esta simplificacion en la mayoria de los
casos y a la complejidad de demostrar analiticamente que al sustituir las constantes de la
ecuacion (3.65) en la ecuacion general se obtuviera que (Kis = Ks), se decidié no tomar en
cuenta este criterio en la mayoria de los casos.

Se realiz6 una nueva discriminacion en la rutina, el calculo del caso particular de un
del elemento cuadrado con lados paralelos a los ejes, y se denomind caso l.a. Al analizar las
matrices y las expresiones analiticas de los términos de este tipo de elemento, se concluyo
que sdlo era necesario calcular 6 de los 36 términos de la matriz con lo cual se evito evaluar
el resto de las constantes logrando un ahorro sustancial en tiempo.

El resultado final de este proceso de optimizacion del célculo de la matriz de rigidez
del elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos, se presenta en el apéndice D. En este se

muestra el codigo de la subrutina analitica realizada en este trabajo Illamada Analitica_Ke.
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CaprituLo IV

Resultados de precision, eficiencia
y tolerancia

En este capitulo se presentan los resultados de las comparaciones realizadas con el
programa Analitico-4n, creado en este trabajo el cual contiene las subrutinas analitica y
semi-analitica. El capitulo consta de tres temas fundamentales de esta investigacion.

El primero es sobre la precision, se evalla el porcentaje de diferencia entre las rutinas
de integracion numérica y la de integracion analitica o exacta, reflejando los errores que la
integracion numerica comete al calcular las matrices de rigidez de elementos
distorsionados.

El segundo tema trata sobre la eficiencia computacional de la rutina analitica; se
estudia la eficiencia de las rutinas bajo el enfoque empirico, es decir midiendo y
comparando los tiempos de ejecucién computacional de las diferentes rutinas.

Por Gltimo, se presenta el calculo de los valores minimos tolerable de las constantes
del jacobiano (tolerancia), siendo esto necesario para evitar errores de precision de la rutina
analitica cuando los elementos se acercan a la frontera entre un caso y otro, y poder elegir
el caso mas optimo para el célculo de la matriz de rigidez, logrando generalidad en la rutina

analitica, aspecto fundamental en cualquier programa.
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4.1. Precision

La integracion numérica tiene la cualidad de ser un método aproximado, y en el
capitulo 111 se indico como el método de integracion numérica de Gauss-Legendre, puede
integrar de forma exacta polinomios de hasta (2N-1) grado, donde N es el nimero de
puntos de Gauss utilizados; por esta razon al integrar las expresiones racionales de los casos
I1, 111y IV através de este método, se comete un error con respecto a la integracion exacta.

Se espera entonces que exista una diferencia entre las matrices de rigidez calculadas
por las rutinas que utilizan integracion numérica de (2x2) y la calculada por la rutina de
integracion analitica desarrollada en este trabajo. Esto puede reflejarse a través del
porcentaje que representa dicha diferencia respecto al valor exacto de la rutina analitica.

|(K _analitica (ter ) — K _ numérica (ter ))
|K _ analitica (ter )|

% Dif (ter ) = x 100 (4.1)

Donde K_analitica(ter) adopta el valor de un término de la matriz de rigidez de la
rutina analitica y K_numérica(ter) el valor del término correspondiente de la matriz de
rigidez de la rutina numérica o de la semi-analitica, donde el indice (ter) representa cada
uno de los términos de la matriz simétrica, de forma que (ter=1..36).

En Videla et al (2005) se demostré que el porcentaje de diferencia o error cometido
por la integracion numérica, depende del nimero de puntos de Gauss utilizados para la
integracion y del grado de distorsion del elemento. Por lo cual en las tablas (4.1, 4.2, 4.3y
4.4), se presenta el porcentaje de diferencia promedio (%Difpromedio), €l minimo (%Difqin) Y

el méaximo (%Difsx) obtenidos para distintos elementos de cada caso.

36
> %Dif (ter)

%Dif,, g =2t 4.2
0 Pr omedio 36 ( )
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4.1.1. Errores de la integracion numérica de la matriz de rigidez

4.1.1.1. Algunos elementos de los casos 1 y l.a (AJ=BJ=0)

Tabla 4. 1 Porcentajes de error en elementos de tipo l.ay tipo | (AJ=BJ=0).

% del error de las
Coordenadas de los - o
nodos _rutlnas que utlllzgn
Nombre | o cripcion | Forma del elemento integracion numérica
(TIPO) (sin escala) - = =
Nodo X v % Dif. | % Dif. | % Dif.
promedio | min max
Elemento ) ’
CUA1 cuadrado de 1 0
lados paralelos 2 10
I
( 'a) a los ejes 3 m m 0,00 0,00 0,00
euclidianos | -
4 0 10
Elemento
CUA2 cuadrado de 1 0 0
rotado 45° con i 3 2 0.7071 | -0.7071
(n respecto a los 3 T 5 0,00 0,00 | 0,00
ejes
) 2 4 0.7071 0.7071
Elemento 4 3
RECT1 || rectangular 1 0
paralelo a los 2 20 0
(n ejes con lado 3 20 m 0,00 0,00 | 0,00
mayor en X ! 2
4 0 10
Elemento
RECT2 rectangular 1 0
paralelo a los 2 10
(n ejes con lado 3 m ” 0,00 0,00 | 0,00
mayor en Y
! e 4 0 20
Elemento
RECT3 rectangular ’ 1 -4 3
I rotado con 2
(n respecto a los . 3 0,00 0,00 | 0,00
ejes 45°
2 4 11
Paralelogramo 4 3
PARAL1 con lado 1 0
paralelo a X 2 10
( I) (anélogo al 3 1 m 0,00 0,00 0,00
paraleloaY) | 2
4 5 10
PARAL2 P:c:zlleigg;arr]rgo 1 | 0,0000 | 0,0000
2
( |) paralel_osa los 27,4541 | 6,6494 0,00 0,00 0,00
ejes 3 42,6313 | 44,8326
4 15,1772 | 38,1832
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4.1.1.2. Algunos elementos del caso Il (AJ=0)

Tabla 4. 2 Porcentajes de error en elementos de tipo 11 (AJ=0).

% del error de las
Coordenadas de los . .
nodos _rutlnas que utI|IZ£.in
Nombre Descripcion || Forma del elemento integracién numérica
(TIPO) (sin escala) - - -
Nodo X v % Dif. | % Dif. | % Dif.
promedio| min max
Elemento K ’
DIRX1 || Paraleloax 1 0 0
con una 2 10 0
11 . 002 | 1,25
(11) pequefia - " - 0,24 , ,
distorsion. ¢ 2
4 0 5
Elemento ‘ 1 0 0
DIRX2 | paraleloa X L/ . 0 5
(1 con una gran 9,73 0,16 | 33,11
distorsion. 3 100 5
4 0 5
Elemento
DIRX3 | paraleloax 1 -10 0
(I I) distorsionado 2 10 0 557 0.20 1894
por ambos 3 100 5 ' ' '
lados
4 0 5
Elemento 1 0 0
DIRX4 || paraleloa X . s 5
(| |) simétrico 2,50 0,00 25,00
y distorsionado 3 30 5
4 25 5
Elemento con 3
dos lados y 1 3 4
DIRX5 || paralelos entre > 7 1
) si y rotado un ‘ . 1,29 0,04 | 18,93
Angulo (o) 3 8 6
-45° < o < 45° ! 4 0
Con lados
DIRX6 || paralelos entre 1 0 0
si y rotado, con 2 10 5
(m . 1,78 0,07 | 14,33
angulos 3 11 115 ' ' '
internos < 150°
4 55 8,75
Con lados
DIRX7 || paralelos entre ! 0 0
si y rotado, con 2 10 5
(1 i’m angulo 10,12 | 022 | 10337
interno > 150° 3 = 1
4 8 10
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4.1.1.3. Algunos elementos del caso Il (BJ=0)

Tabla 4.3 Porcentajes de error en elementos de tipo 11 (BJ=0).

% del error de las
Coordenadas de los : o
nodos _rutlnas Que utI|I,Z£.1n
'?'I?P;tg)e Descripcion Formfzt'del elle)mento integracion numérica
Sin escala,
Nodo X v % Dif. | % Dif. | % Dif.
promedio| min Max
4
Elemento
DIRY1 || paraleloay 3 1 0 0
con una 2 5 0
(rn pequefia . 5 v 0,24 0,02 1,25
distorsion. )
2 4 0 15
Elemento 1 0
DIRY2 | paraleloaY > :
(11) || conunagran 973 | 016 | 3311
distorsion. 3 5 10
4 0 100
Elemento
DIRY3 || paraleloay 1 0 -10
distorsionado 2 5 0
(11) por ambos 3 5 10 9,88 0.13 | 41,00
lados
4 0 100
Elemento 1 0 0
DIRY4 | paraleloaY > : Py
(111) simétrico 3,98 0,06 | 2041
y distorsionado 3 5 30
4 0 10
Elemento con ‘
dos lados 1 0 0
DIRY5 || paralelos entre y > 4 3
an) si 'y rotado un /N 3 1,09 0,11 7,71
Angulo (a) ! 3 7 1
45° < < 135° 2 4 6 8
Con lados :
DIRY6 || paralelos entre 1 -085 103
si y rotado, con 2 0 0
() yéngu,os 2 - ™ 1,22 | 010 | 10,11
internos < 150°
4 1,9 15,8
Con lados
DIRY7 [l paralelos entre ! 0.4 128
si y rotado, con 2 0 0
() n angulo > - ” 6,69 | 024 | 64,00
interno > 150°
4 1,9 15,8
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4.1.1.4. Algunos elementos del caso IV

Tabla 4. 4 Porcentajes de error en elementos de tipo 1V (AJ #0 y BJ #0).

o)
Coordenadas de los ru/fc)i gzls eg;zru(:ﬁilz{jlzasn
'?_I‘fmtg)e Descripcion Form?si(zeeicirgmento nodos integracién numérica
Nodo X v % Dif. | % Dif. | % Dif.
promedio | min Max
Elemento . 3
trapezoidal 1 0 0
GENEL1 levemente
(|V) distorsionado 2 10 0 0,03 0,00 0,18
por el nodo #3 . 3 11 11
simétricamente. ! 2 0 10
Elemento
GENEZ | e T T
(1V) porlfl_nodo ¢i3 3 00 00 4,28 0,92 | 10,98
simétricamente.
4 0 10
Elemento
trapezoidal 1 0 0
GENE3 muy 5 m 5
(|V) distorsionado 5,50 1,27 | 14,33
por el nodo #3 3 10000 10000
simétricamente. 4 0 10
Elemento
GENE4 || Ccuadrilatero 1 0 0
(IV) distorsionado 2 10 0 10.06 016 3311
P metico, 2l w0 | w0 B
’ 4 0 10
Elemento
vl e [ o o
(IV) pc;;lerlngg’clicoo#3 3 00 m 9,96 0,17 31,17
’ 4 0 10
Elemento
T s
(V) |l interno mayor 3 " = 3,08 0,07 | 39,14
de 150°
4 15 30
Elemento 3
GeNer | e | T =
(V) 1 interno mayor | S " " 3,62 0,08 | 22,14
de 150°
4 25 10
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4.1.2. Analisis de resultados

Los resultados de las tablas anteriores comprueban que la rutina analitica, y en
general la integracion analitica de matrices de rigidez de elementos finitos, posee una
ventaja ante la integracion numérica de las mismas, ya que las numéricas comete errores
para elementos de geometria distorsionada.

En la tabla (4.1) se present6 un elemento del caso l.a y varios del caso I, y se obtuvo
que no habia diferenta entre los resultados de las rutinas, esto se esperaba ya que como se
indico en el ecuacion (4.56) del capitulo anterior, la expresién que rige estos tipos de
elementos es polindmica de segundo grado en las variables £y 7, y la integracién numérica
de segundo orden es capaz de calcular esta expresion de forma exacta.

Para los casos I, 111 y IV presentados en las tablas (4.2, 4.3 y 4.4), se obtuvo que el
error cometido por la integracion numérica aumenta al incrementar la distorsion, pero
toman valores maximos cuando la distorsion es en una sola direccién o cuando algun
angulo interno es mayor a 150°.

Es poco probable que programas generadores de mallas produzcan elementos con el
grado de distorsion, de algunos de los presentados aqui, pero si analizamos los elementos
DIRX6, DIRY6 y GENE2 de las tablas (4.2, 4.3 y 4.4) respectivamente, los cuales son
factible de aparecer en una malla; cometen errores promedios menores al diez por ciento,
pero errores maximos bastante elevados, estos pueden acumulase y aumentarse en el
ensamblaje de la matriz de rigidez global, heredarse a los desplazamientos y a su vez a las
tensiones, podriamos obtener un error en las tensiones de un orden importante, que genere
una conclusion e interpretacion errada acerca del comportamiento mecénico del medio

continuo que ha sido modelado.
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4.2. Eficiencia de la rutina analitica

La medicion del tiempo de ejecucion computacional de un programa nos permite
mejorar y comparar algoritmos y rutinas con el fin de optimizar los célculos y obtener un
programa mas eficiente. Esta herramienta nos permite medir la eficiencia de forma
empirica, y por su sencillez es muy utilizada.

En este estudio so6lo se realiz6 la comparacion entre los tiempos de ejecucién de las
diferentes rutinas, lo cual nos da una idea de cual es més eficiente en términos de tiempo.
Un estudio mas riguroso de la complejidad de los algoritmos a través del denominado
enfoque tedrico nos proporcionaria cual utiliza menos recursos de espacio/tiempo, y por lo
tanto mas eficiente.

En este caso la comparacion de tiempo permitio conocer que tan eficiente resulta ser
la rutina de integracion analitica, realizada y estudiada en este trabajo, con respecto a la

rutina de integracion numérica y la semi-analitica..

4.2.1. Caracteristicas que hacen posible la comparacion

Los tiempos de ejecucion de cada rutina que se presentan en las tablas (4.5 y 4.6)
fueron calculados en el mismo computador, el cual tiene las siguientes caracteristicas; Intel
Pentium 4, CPU 2.26 GHz, 512 MB de RAM. Estas rutinas se encuentran escritas en el
mismo lenguaje y estdn dentro del mismo programa (Analitico-4n), por lo tanto fueron
compiladas en las mismas condiciones.

Es l6gico pensar que durante el tiempo de ejecucion, el computador pueda realizar
distintos procesos y generar demoras dentro de alguna de las rutinas. Para tomar en cuenta

esta posibilidad se tomé como duracion el tiempo promedio de varias ejecuciones.
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Para todos los tipos de elementos que se puedan presentar, la rutina numérica y la
semi-analitica realizan la misma ejecucion del cédigo, por lo tanto, los tiempos de

ejecucion en estas rutinas son los mismos para cualquiera de los casos.

4.2.2. Relacion de tiempos de ejecucion computacional
Para tener una medida clara de que tan eficiente resulta la rutina analitica, se definid

la relacion entre los tiempos (R) de la siguiente manera:

RNA:

N
A=A (4.3)

SA
LY

Donde N, SA 'y A son los tiempos ejecucion en segundos de las rutinas numérica
clasica, numérica semi-analitica y analitica. Si las relaciones (Ry.a) Y (Rsa-a) SOn mayores

de uno, indican cuantas veces mas rapida fue la rutina analitica con respecto a la numérica

y a la semi-analitica, respectivamente.

4.2.3. Porcentaje de tiempo optimizado

De igual forma que la relacion de tiempo, el porcentaje de tiempo optimizado
(%Topt) es una manera de cuantificar la eficiencia, y se define como el porcentaje que
representa la diferencia entre los tiempos de ejecucion de dos rutinas con respecto al

tiempo de una de ellas, para cada caso el porcentaje de tiempo optimizado se representa asi:

x100 y %Topt =

%Topt = x100 (4.4)

Donde N, SA y A nuevamente son los tiempos de cada rutina. Este porcentaje no
puede pasar de cien por ciento ya que esto implicaria que el tiempo (A) sea cero, por lo
tanto todos los valores entre cero y cien por ciento implican ganancia y valores negativos

implican pérdida en tiempo de la rutina analitica frente a las demas.
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4.2.4. Resultados obtenidos

Para que la magnitud de los tiempos fuera cuantificable, fue necesario establecer un
ciclo de repeticiones dentro de cada rutina, de forma que se registrara el tiempo en la
entrada y en la salida de cada rutina luego, por lo que la duracién de la ejecucion de cada
rutina se define como el tiempo registrado en la salida menos el de la entrada. Para los

resultados de las tablas (4.5 y 4.6) se utilizé 100 mil repeticiones en cada rutina.

4.2.4.1. Larutina analitica contra la numérica

Tabla 4.5 Comparacién de tiempos de ejecucion computacional entre las rutinas numérica y analitica.

Tiempo de ejecucion (seg) % Topt.
CASO | Descrincis Numeérica Analitica Ria (Ganancia)
pcion (N) (A)

la | aeeary 0,158 28,80 96,53
| AJ=0,BJ=0 0,25 18,20 94,51
I AJ=0, BJ=0 4,550 0,451 10,09 90,09
1 A=0,BJ=0 0,429 10,61 90,57
v AJ=0, BJ=0 0,875 5,20 80,77

4.2.4.2. Larutina analitica contra la semi-analitica

Tabla 4. 6 Comparacion de tiempos de ejecucion computacional entre las rutinas semi-analitica y analitica.

Tiempo de ejecucion (seg) - %Topt,
- .z Seml'ana”tlca SA SAA (Ganancia)
CASO Descripcion (SA) A
Cuadrado
l.a paraleloax, y 0,158 8,03 87,55
| AJ=0,BJ=0 0,25 5,08 80,30
I AJ=0, BJ=0 1,269 0,451 2,81 64,46
] A=0,BJ=0 0,429 2,96 66,19
v AJ=0, BJ=0 0,875 1,45 31,05
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4.2.5. Analisis de resultados

De los resultados presentados en las tablas (4.5 y 4.6), se evidencia la mayor
eficiencia en términos de tiempo que posee la rutina analitica desarrollada en este trabajo,
no sélo frente a la rutina numérica utilizada clasicamente sino también frente a la rutina
semi-analitica desarrollada por Griffiths, la cual es considerada muy eficiente.

Se espera que debido a las discriminaciones realizadas en la rutina analitica exista un
importante ahorro en tiempo de ejecucion computacional durante la solucion de problemas
de elasticidad plana mediante un programa de elementos finitos. Este ahorro dependera de
la cantidad de elementos de cada caso que posea la malla de elementos finitos.

Realmente no es usual encontrar elementos del caso I.a, pero en los problemas donde
estos se encuentren sera significativa la disminucion del tiempo, debido a la mayor
ganancia de tiempo que estos proporcionan.

Analizando el caso mas desfavorable, donde todos los elementos de la malla sean del
caso 1V, obtendriamos que la relacion de tiempos siempre sera mayor que uno, ya que todas
las demas operaciones dentro un programa de elementos finitos seran idénticas, (entrada,
ensamblaje, solucién del sistema de ecuaciones, calculo de tensiones y salida), a excepcion
del calculo de la matriz de rigidez. El valor de la relacion de tiempo para todo el proceso
dependera del nimero de elementos que tenga la malla, por estar la relacion asociada al
porcentaje que represente el tiempo de calculo de las matrices de rigidez con respecto al

tiempo de la ejecucion total.
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4.3. Tolerancia de la rutina analitica

Se pudo notar en la ejecucion del programa y en la investigacion de Videla et al
(2005), que para entrar en los diferentes casos discriminados de la rutina analitica era
necesario cierta exactitud en las coordenadas nodales, para asi lograr que las constantes del
jacobiano AJ y/o BJ fuesen nulas, requisito necesario para la seleccion de los casos.

En problemas cercanos a la frontera entre un caso y otro, se encontr6 una gran

diferencia entre los resultados de la rutina analitica y la semi-analitica.

4.3.1. Ejemplo#1
En la figura (4.1), se presenta un elemento con una muy pequefia distorsion, el cual
ha sido parametrizado de tal forma que se mantenga la geometria para diferente magnitudes

de los lados, representados por el parametro (a).

0.0001-a
3 0.0001- &
T Coord

Nodo X Y

a 1 0 0

2 a 0
5 3 a+(0.0001-a) | a+(0.0001-a)

4 0 a

Figura 4. 1 Representacion parametrizada de un elemento con pequefia distorsion.

En la tabla (4.7) se presentan los valores de las constantes del jacobiano AJ, BJ, CJy
las constantes CttE1 y CttE4 que se encuentra en el denominador de las expresiones para el
calculo de la matriz de rigidez del caso l.a y 1V respectivamente. Ademas se presenta, para
distintas magnitudes del parametro a, el porcentaje de diferencia entre las rutinas calculado

para el caso IV y para el caso l.a.
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Tabla 4. 7 Ejemplo #1 - Magnitud de las constantes (AJy BJ), comparacién del porcentaje de diferencia
entre los caso IV y |.a, para diferentes valores del parametro (a).

Normal (Caso 1V) Obligando al (Caso 1.a)
% Dif. % Dif.
a AJyBJ CJ CttE4 promedio AJyBJ CJ CttEl promedio
0,1 1,25E-07 | 2,50E-03 | 1,465E-39 | 104,33 0 2,50E-03 | 1,20E-01 0,01
1 1,25E-05 | 2,50E-01 | 1,465E-27 161,27 0 2,50E-01 | 1,20E+01 0,01
10 1,25E-03 | 2,50E+01 | 1,465E-15 | 139,05 0 2,50E+01 | 1,20E+03 0,01
100 1,25E-01 | 2,50E+03 | 1,465E-03 100,47 0 2,50E+03 | 1,20E+05 0,01
1000 1,25E+01 | 2,50E+05 | 1,465E+09 | 100,04 0 2,50E+05 | 1,20E+07 0,01
10000 1,25E+03 | 2,50E+07 | 1,465E+21 | 100,06 0 2,50E+07 | 1,20E+09 0,01
100000 [} 1,25E+05 | 2,50E+09 | 1,465E+33 103,98 0 2,50E+09 | 1,20E+11 0,01

La alta diferencia obtenida para el caso IV, se debe a errores en la integracion
analitica ya que el elemento de la figura (4.1) es practicamente cuadrado y la integracion
numérica es muy precisa al calcular estos elementos.

Con estos resultados se concluye que en este caso cercano a la frontera es necesario
obligar que las constantes AJ y BJ sean nulas, y lograr que se calcule la matriz de rigidez
con el caso l.a, disminuyendo asi el porcentaje de diferencia. A deméas se comprueba que
las constantes AJ y BJ pueden tomar valores numéricamente altos, dependiendo de la
magnitud de los lados del elemento, y seguir siendo necesario que las constantes sean nulas

para poder obtener buenos resultados.

4.3.2. Nulidad de las constantes

Es necesario definir un valor minimo tolerable (tolerancia) de las constantes AJ y BJ,
que permita hacer la discriminacion de los casos para estos problemas limites y lograr
generalizar la rutina analitica. Para que la tolerancia sea consistente, en principio, puede ser
funcion del tamafio de los lados, y lograr que los valores de las constantes que estén por

debajo de la tolerancia se anulen sin importar su magnitud. Se establece entonces que para
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estos casos las constantes presentan un valor nulo relativo al minimo tolerable. Expresando

este minimo como (TOLmin), se tiene las siguientes relaciones ldgicas:

Si (|AJ| < TOLmin) entonces AJ=0 (4.5)

Si (|BJ| < TOLmin) entonces BJ =0

Por un valor nulo relativo de las constantes se puede entender en principio que la
magnitud del valor es relativamente pequefia en comparacion a las demas y por lo tanto
disminuye su influencia en el calculo de la matriz de rigidez, logrando que estos elementos
estén mejor representados por los casos donde dicha constante fue contemplada nula. En el
apéndice C, se presenta el sustento matematico de cuando las constantes AJ y BJ pueden

ser nulas o nulas relativamente.

4.3.3. Ejemplo#2

En la Figura (4.2) se presenta un elemento que tiene dos lados de longitud fija y se
varian los otros lados a través de los parametros ax y ay. En la tabla (4.8) se presentan los
resultados de las constantes y el porcentaje de diferencia del célculo con el caso IV, para

variaciones de ax y ay.

/1 No hay limite

Limite
3
Coord

w ay Nodo X Y

4 1 0 0

2 10 0

10y 3 | 10+ax | 10+ay

Caso I 'y zona de 4 0 10

frontra

Figura 4. 2 Representacion grafica del elemento distorsionado y de los parametros ax y ay.

Célculo de la matriz de rigidez en forma analitica de un elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos

80



CAPITULO IV. Resultados de presicion, eficiencia y tolerancia

Tabla 4. 8 Ejemplo #2 — Constantes y porcentaje de diferencia para distintos valores de ax y ay.

(ax, ay) [cAso| AJ BJ CJ CtEi | ool Zoar
ax=ay=0 la 0 0 25 1,2000E+03 0,00 0,00
ax=ay=1 1,25 1,25 275 1,4648E+03 0,03 0,18
] ax=ay= 10 125 125 50 1,4648E+09 1,86 15,82
%’ ax=ay= 100 v 125 125 275 1,4648E+15 4,37 11,26
E ax=ay= 1000 1250 1250 2525 14648E+21 || 5,37 14,00
8 ax=ay= 10000 12500 12500 25025 1,4648E+27 5,50 14,33
é’ ax=1 0 1,25 26,25 3,7500E+02 0,02 0,13
% 5 ax= 10 0 125 375 3,7500E+05 1,21 11,71
g ; ax=100 1 0 125 150 3,7500E+08 10,75 34,61
51° ax= 1000 0 1250 1275 3,7500E+11 26,54 65,41
-E' ax= 10000 0 12500 12525 3,7500E+14 35,90 79,82
:9/ ay=1 1,25 0 26,25 3,7500E+02 0,02 0,13
S o ay= 10 12,5 0 375 3,7500E+05 1,21 11,71
% '>'< ay=100 11 125 0 150 3,7500E+08 10,75 34,61
}E © ay= 1000 1250 0 1275 3,7500E+11 26,56 65,41
ay= 10000 12500 0 12525 3,7500E+14 35,90 79,82
ax=ay= 0,5 0,625 0,625 26,2500 2,2888E+01 0,01 0,04
ax=ay=0,1 0,125 0,125 25,2500 1,4648E-03 0,00 0,00
ax=ay= 0,05 6,25E-02 6,25E-02 25,0125 2,2888E-05 0,00 0,00
ax=ay= 0,03 3,75E-02 3,75E-02 25,0750 1,0679E-06 0,00 0,01
ax=ay= 0,01 1,25E-02 1,25E-02 25,0250 1,4648E-09 0,41 2,04
=1l * || ax=ay=0,008 1,00E-02 1,00E-02 25,2000 3,8400E-10 0,60 2,36
:T% ax=ay= 0,007 v 8,75E-03 8,75E-03 25,0175 1,7234E-10 1,24 10,13
s ax=ay= 0,006 7,50E-03 7,50E-03 25,015 6,8344E-11 1,07 4,32
:Ej ax=ay= 0,005 6,25E-03 6,25E-03 25,0125 2,2888E-11 4,51 14,83
= ax=ay=0,003 3,75E-03 3,75E-03 25,0075 1,0679E-12 89,72 781,37
g ax=ay=0,0 0 0 25 0 0 0
2 ax=ay= - 0,003 -3,75E-03 | -3,75E-03 24,9925 1,0679E-12 227,25 *
% ax=ay= - 0,008 -1,00E-02 | -1,00E-02 24,9800 3,8400E-10 0,48 2,03
g - ax=ay= - 0,05 -6,25E-02 | -6,25E-02 | 24,8750 1,4648E-09 0,00 0,00
g ax= 0,5 0 0,625 256250 | 46875E+01 || 0,01 0,03
; ax=0,1 0 0,125 25,1250 3,7500E-01 0,00 0,00
% ax= 0,05 0 6,25E-02 25,0625 4,6875E-02 0,00 0,00
£ ax= 0,03 0 3,75E-02 25,0375 1,0125E-02 0,00 0,00
£ ax= 0,01 0 1256-02 | 250125 | 3,7500E-04 0,00 0,00
g < ax= 0,008 an:;lggo 0 1,00E02 | 250100 | 1,9200E-04 0,00 0,00
<y 2 ax= 0,005 al 0 6,25E-03 25,00625 4,6875E-05 0,00 0,01
ax= 0,001 0 1,25E-03 25,00125 3,7500E-07 0,06 0,68
ax=0,0008 0 1,00E-03 25,00100 1,9200E-07 0,08 0,67
ax= 0,0007 0 8,75E-04 | 25,000875 1,2863E-07 0,21 2,54
ax= 0,0005 0 6,25E-04 25,00063 4,6875E-08 0,59 11,62
ax=0,0001 0 1,25E-04 25,00013 3,7500E-10 28,93 192,79
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Para los casos analizados en la tabla (4.8) se encontrd que no se producian diferencias
entre las dos rutinas dentro de un rango correspondientes a valores de ax y/o ay entre (£0.1)
y (20.01) para el tamafio de los lados fijos de 10 unidades. Para generalizar y a manera de
independizar los rangos del valor de los lados fijos, se expresa los intervalos de valores de
ax ylo ay de forma porcentual, entre (-1%,- 0.1%) y (1%, 0.1%) del tamafio de los lados
fijos.

De igual forma se ubicé una la zona o frontera dentro de la cual comenzo a percibirse
los errores de la integracion analitica, esta se encuentra dentro de los limites de los rangos
anteriores, es decir, entre (-0.1%, 0.1%) del tamarfio de los lados fijos. Para este ejemplo se
observé que dentro de esta zona los valores de la constante CJ, tienden hacia el valor de CJ

del elemento perfectamente cuadrado.

Lim(Lim[CJ_,, ) =CJ_, =25 (4.6)

ax—0 ay—0

Y los valores de las constantes AJ y BJ tienden a ser cada vez mas pequefio:

LimAJ=0 y LimBJ=0 (4.7)

ay—0 ax—0
4.3.4. Ejemplo#3
En la figura (4.3), se muestra un caso mas general y desfavorable, donde los nodos 2,

3y 4 presentan alguna distorsion.

Coord
ay4: Nodo X Y
1 0 0
10 2 10-ax2 O+ay2
3 10+ax3 10+ay3
4 O+ax4 10-ay4

ax=2axi; i=2.4
ay= Zayi; i=2.4

o
ax2

Figura 4. 3 Caso mas general de distorsion cerca de la frontera.
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Para tener consistencia con el ejemplo anterior se establece que la suma de todas las
pequefias distorsiones (axi, ayi para i= 2...4) debe ser igual a las distorsiones ax y ay del
ejemplo anterior.

Tabla 4.9 Ejemplo #3 — Porcentaje de diferencia para distintos valores de axi y ayi.

_ Caracteristicas de . % Dif. % Dif
ax = ay axi, ayi CASO Al BJ CJ CttEi promedio |  méx.
Simétrico
. 3,889E-01 | 3,889E-01 | 2,4111E+01 | 1,3283E+00
axizay=0333 || 'V 000 | 0,02
0,10 —— "
Asimétricos iguales
ax2=ax3=ay2=ay3=0,3 v 4,775E-01 | 2,200E-01 | 2,3948E+01 | 4,4516E-01 0,00 0,02
y ax4=ay4=0,4
Simétrico
axi=ay= 0,16667 v 2,076E-02 | 2,076E-02 | 2,4958E+01 | 3,0778E-07 0,03 0,17
0.05 " Asimétricos iguales
a=ad=ay2=aB3=0015]| IV 2,494E-02 | 1,243E-02 | 2,4950E+01 | 1,1432E-08 0,08 0,47
y axd=ay4=0,2
Simétrico
axizay= 0,01 v 1,247E-02 | 1,247E-02 | 2,4975E+01 | 1,4474E-09 0,37 1,96
.03 II' Asimétricos iguales
ax=ax3=ay2=ay3=0,011[| IV 9,970E-03 | 1,748E-02 | 2,4980E+01 | 2,0317E-09 0,22 1,19
y ax4=ay4=0,008
Simétrico
. 4,163E-03 | 4,163E-03 | 2,4992E+01 | 2,0002E-12
axi=ay= 0,00333 v 39,59 567,33
0.0 " Asimétricos iguales
ax2=ax3=ay2=ay3=0,003 AV 4,998E-03 | 2,497E-03 | 2,4990E+01 | 7,4629E-13 123,24 >1000
y ax4=ay4=0,004

En la tabla (4.9), se nota que al igual que en el ejemplo #2, los valores de CJ oscilan
cerca del valor de la constante para el elemento perfectamente cuadrado (CJ= 25), mientras
que AJ y BJ disminuyen su valor a medida que los valores de dispersion son mas

pequefios.

4.3.5. Razdn del error
La razdn del error se encuentra, al analizar la expresion del célculo de la matriz de

rigidez, esta se expresa de la siguiente manera:

« _ Num G, j)

parai=j=1.8 y k=1..4segun el caso. 4.8
T (4.8)

Donde:

Kij: indica el término (i,j) de de la matriz de rigidez.
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Num(i,j): es la expresion del numerador que depende de las diferencias de coordenadas, de
los valores de AJ, BJ y CJ, y de las propiedades mecanicas, varia segun el caso (I, II, Il 'y
V).

CttEk: son constantes que depende de los valores de AJ, BJ y CJ, y dependiendo del caso

se representan asi:

CttE1 = CttDen-CJ /4 (4.9)
CttE2 = CttDen- BJ® (4.10)
CttE3 = CttDen- AJ°® (4.11)
CttE4 = CttDen-2- AJ* - BJ® (4.12)

Es importante precisar que en los problemas cercanos a la frontera la matriz de
rigidez toma ciertos valores que pueden cambiar segun el menor o mayor grado de
distorsion, pero la magnitud de estos siempre debe mantenerse por ser elementos muy
parecidos. Para que esto ocurra debe mantenerse la proporcionalidad en las magnitudes de

Num(i,j) y CttEk.

CttE2
50E-02

4,0E-02 / /
3,0E-02

2,0E-02

10E-02

0,0E+00 y T T T T T BJ
0,0E+00 10E-02 2,0E-02 3,0E-02 4,0E-02 5,0E-02 6,0E-02 7,0E-02

Figura 4. 4 Gréfica de valores de BJ contra CttE2 del ejemplo #2.

En la fig. (4.4) vemos que para valores lejanos al cero existe cierta proporcionalidad,
pero por debajo de cierto valor de BJ la curva se acelera y los valores de CttE2 tienden con

més rapidez a cero, logrando la perdida de la proporcionalidad. De tal manera que si
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tomamos el limite de Kij, calculado por las expresiones del caso I, cuando BJ tiende a

cero; el valor de Kij tiende a infinito. Generalizando para los demas casos tenemos:

Lim(Lim[CHE, )) = 0 BN Lim(um{'\mmk”}) . (4.13)

Al—0 B0 AJ50 'BI0 CttE,

En conclusién existe un valor de AJ y/o BJ a partir del cual se comienza a perder la

proporcionalidad y por lo tanto aumenta el porcentaje de diferencia entre las rutinas.

4.3.6. Valor de la tolerancia

De los ejemplos dos y tres se logro detectar el rango donde se producen las
diferencias producto de los errores de la rutina analitica, el problema era como anular las
constantes dentro de este rango para obtener buenos resultados; entonces se determind la
relacion entre las constantes AJ y/o BJ, con la constante CJ, ya que si existia un valor a
partir del cual AJ y BJ comenzaban a ser nulas relativamente, a estos le corresponderia un
valor de CJ. En las tablas (4.10), (4.11) y (4.12), se muestran las relaciones entre las

constantes.

Tabla 4. 10 Relacion entre AJy BJ con CJ para el ejemplo # 2 para ax=ay.

ax = ay AJyBJ CJ AJ/CJ =BJ/CJ || % Dif. promedio
0,5 0,625 26,25 0,02381 0,01
0,1 0,125 25,25 0,00495 0,00
0,05 6,25E-02 25,125 0,00249 0,00
0,03 3,75E-02 25,075 0,00150 0,00
0,01 1,25E-02 25,025 0,00050 0,41
0,008 1,00E-02 25,2 0,00040 0,60
0,007 8,75E-03 25,0175 0,00035 1,24
0,006 7,50E-03 25,015 0,00030 1,07
0,005 6,25E-03 25,0125 0,00025 4,51
0,003 3,75E-03 25,0075 0,00015 89,72
-0,003 -3,75E-03 24,9925 0,00015 227,25
-0,001 -1,00E-02 24,98 0,00040 0,48
-0,05 -6,25E-02 24,875 0,00251 0,00
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Tabla 4. 11 Relacién entre BJ y CJ para el ejemplo # 2 para (ay = 0).

ax BJ CJ BJ/CJ % Dif. promedio
0,5 0,625 25,625 0,02439 0,01
0,1 0,125 25,125 0,00498 0,00
0,05 6,25E-02 25,0625 0,00249 0,00
0,03 3,75E-02 25,0375 0,00150 0,00
0,01 1,25E-02 25,0125 0,00050 0,00
0,008 1,00E-02 25,01 0,00040 0,00
0,005 6,25E-03 25,00625 0,00025 0,00
0,001 1,25E-03 25,00125 0,00005 0,06
0,0008 1,00E-03 25,001 0,00004 0,08
0,0007 8,75E-04 25,000875 0,00003 0,21
0,0005 6,25E-04 25,00063 0,00002 0,59
0,0001 1,25E-04 25,00013 0,00000 28,93

Tabla 4. 12 Relacién entre AJ,y BJ con CJ para el ejemplo # 3 para ax=ay.

axzay | AJ BJ cJ AJICJ BJ/CJ p:/(;’n?(;gi .
0,1 3,89E-01 | 3,89E-01 | 2,41E+01 0,01613 0,01613 0,00
0,05 2,08E-02 | 2,08E-02 | 2,50E+01 0,00083 0,00083 0,03
0,03 1,25E-02 | 1,25E-02 | 2,50E+01 0,00050 0,00050 0,37
0,01 4,16E-03 | 4,16E-03 | 250E+01 || 0,00017 0,00017 39,59

este valor coincidia para todos los casos estudiados en (0.0005).

También se determino el valor maximo de esta relacion en (0.005), a partir del cual

comenzaban a presentarse los errores de precision de las rutinas por integracion numérica.

Se realizaron maltiples pruebas con el programa, para los valores extremo tolerancia
(0.0005, 0.005), y se observo que la diferencias entre las rutinas obligando al calculo con
otro caso, estaba dentro un rango aceptable y variaba poco, por lo que se decidio establecer

el valor minimo aceptable de las constantes AJ y/o BJ en 0.25% del valor de la constante

CJ. Quedando resuelto el problema.

Finalmente se pudo notar que existia un valor minimo en la relacion (AJ/CJ) o

(BJ/CJ), a partir del cual los errores de la rutina analitica no eran tolerables, y que a demas

Célculo de la matriz de rigidez en forma analitica de un elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos

86




CAPITULO IV. Resultados de presicion, eficiencia y tolerancia

Las relaciones logicas que asigna la nulidad de las constantes se expresan:

TOLmin =0,0025 * CJ

Si (JAJ] < TOLmin) entonces AJ=0 (4.14)
Si (|BJ| < TOLmin) entonces BJ=0

Es importante resaltar que con esto se logra generalidad en la rutina analitica, con lo
cual se considera apta para ser utilizada en un programa de elementos finitos. Resaltando la

eficiencia en tiempo que esta rutina proporcionaria al programa.
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CapiturLo 'V

Aplicaciones y comparacion de
resultados

En este capitulo se compararan los resultados obtenidos de cinco ejemplos mediante un
programa para andlisis estructural de medios continuos planos por el MEF desarrollado por

Griffiths, llamado P52 el cual se puede encontrar en (www.mines.edu/vgriffiths/main.html). A

este programa se le hicieron algunas modificaciones con el fin de incorporar y adaptar las
rutinas de célculo de la matriz de rigidez del elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos
por integracion analitica y la semi-analitica.

Se presenta en los tres primeros ejemplos una comparacién de los resultados obtenidos
en problemas simples para comprobar el funcionamiento de ambas rutinas, luego se presentan
dos problemas mas complejos, para analizar las diferencias entre las soluciones en problemas
con una discretizacién mas fina y heterogénea, y a demas, verificar el comportamiento de la
tolerancia de la rutina analitica en la discriminacion de los casos.

La comparacion consiste en medir las diferencias entre los resultados, en este caso los
desplazamientos nodales y las tensiones en los puntos de gauss, para esto se realizo un
programa con el fin de calcular el porcentaje que representa la diferencia entre las variables a
medir con respecto a la variable analitica, ya que esta integracion es exacta para todos los
casos.

Este porcentaje se representan de la siguiente manera:
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%difV = w (5.1)
Donde el parametro (V), indica la variable a medir, y en este caso pueden ser los
desplazamientos nodales ( desp X, desp Y), o tensiones (oX, oy, 7) en los puntos de Gauss.
Luego se busca la diferencia porcentual promedio y la maxima y con estos valores se
cuantifica las diferencias entre los resultados obtenidos por ambas rutinas de calculo.

Con respecto a las tensiones, el programa P52 puede calcularlas en cuatro puntos de

gauss por cada elemento, son los que se muestran en la figura (5.1).

Ea

Punto # 2
/—\A referencia para
3 2 las
comparaciones

>
n
40 L

Figura 5. 1 Puntos de gauss para el calculo de las tensiones.

La comparacion de tensiones que se realiza en algunos ejemplos, estdn referidas a
tensiones en el punto del primer cuadrante (punto #2), el cual esta ubicado en la parte superior
derecha del elemento de la figura (5.1).

En los ejemplos realizados se representan las medidas en unidades de longitud y las

cargas en unidades de fuerza, por lo que los resultados estaran en las mismas unidades.

Finalmente se presenta en la figura (5.2), los vinculos utilizados para representar las

restricciones de desplazamiento en los modelos realizados.

A L3

ARTICULACEN PLANA APOYD SIMPLE PLANDO
RESTRICCI&N DE DOS RESTRICCIAN DE UNA
DIRECCIONES DIRECCIAN

Figura 5. 2 Restricciones de desplazamiento utilizadas en los modelos.
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

5.1. Ejemplo comparativo # 1 (prueba general, todos los tipos de elementos)

5.1.1. Planteamiento

En la figura (5.3) se presenta una placa cuadrada con dos bordes restringidos de
desplazamiento y traccionada diagonalmente por equina opuesta. Con este ejemplo se pretende
verificar el comportamiento de las rutinas comparando el resultado de la rutina analiticas con
el resultado de la rutina semi-analitica. Con la finalidad de utilizar la totalidad de la rutina

analitica se realizé la malla de forma tal tuviera al menos un elemento de cada caso.

27

N - vy
VIl VI
)
AV N N
5]
T v VI
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| ] 1
RE 9 o v k1000
L L4
1000 ¥

Figura 5. 3 Ejemplo #1. Placa a traccién diagonal con los diferentes tipos de elementos.

5.1.2. Caracteristicas del problema y propiedades de los materiales

Tabla 5.1 Ejemplo #1. Caracteristicas del problema.

Caracteristicas del modelo Propiedades del material

N° nodos

N° de elemen.

Nodos restring.

Nodos cargados

E

\4

14

8

5

1

1000

0,35

Tabla 5. 2 Ejemplo #1. NUmero de elementos de cada caso, segln la rutina analitica.

TIPO lLa

TIPO I

TIPO I

TIPO 111

TIPO IV

1

2

1

1

3
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

5.1.3. Comparacidn de resultados para tension plana

A continuacion se presentan las tablas de resultado para el caso de tension plana.

Comenzando con la tabla (5.3) donde se presentan los resultados de los desplazamientos

nodales de las rutinas y sus diferencias porcentuales.

Tabla 5. 3 Ejemplo #1. Desplazamientos y diferencias para tension plana.

Numérica y semi- Analitica
Nodos ||desp X sa| despYsa | desp Xa | despY a || % difdesp X | % dif desp Y
2 4,20E-01 -2,51E-01 4,20E-01 -2,51E-01 0,000 0,000
3 7,34E-01 -4,52E-01 7,34E-01 -4,51E-01 0,027 0,044
4 2,19E+00 -2,19E+00 2,19E+00 -2,19E+00 0,000 0,000
6 4,62E-01 -3,68E-01 4,61E-01 -3,68E-01 0,130 0,000
7 7,23E-01 -7,23E-01 7,22E-01 -7,22E-01 0,042 0,042
8 4,52E-01 -7,34E-01 4,51E-01 -7,34E-01 0,044 0,027
9 2,64E-01 -2,64E-01 2,65E-01 -2,65E-01 0,302 0,264
|10 3,68E-01 -4,62E-01 3,68E-01 -4,61E-01 0,027 0,130
11 2,51E-01 -4,20E-01 2,51E-01 -4,20E-01 0,040 0,000

La tabla (5.4) presenta los resultados de la comparacion realizada entre las tensiones

evaluadas en el segundo punto de Gauss, como se menciono anteriormente.

Tabla 5. 4 Ejemplo #1. Tensiones y diferencias en el pto. de gauss #2, para tension plana.

Numeérica y semi-analitica Analitica
% dif | % dif % dif
Elemen. | GXsa | OYsa Tsa OXa OYa Ta ox oy Ta
1 4,04E+01 | 558E+00 | -1,02E+01 | 4,03E+01 | 556E+00 | -1,02E+01| 0,15 0,22 0,20
2 5,26E+01 | -5,45E+00 | -2,39E+01 | 5,26E+01 | -542E+00 | -2,30e+01|| 0,10 0,46 0,04
3 544E+01 | 1,20E+02 | -6,50E+01 | 5.45E+01 | 1,20E+02 | -6,50E+01(| 0,02 0,00 0,00
4 1,81E+01 | 1,38E+01 | -140E+01 | 1,82E+01 | 1,38E+01 | -1,40E+01]] 0,88 0,29 0,07
5 2,056+01 | 5,16E+01 | -3,35E+01 | 2,94E+01 | 5.16E+01 | -3,34E+01]] 0,24 0,00 0,30
6 7,18E+00 | 6,32E+01 | -1,61E+01 | 7,18E+00 | 6,31E+01 | -1,61E+01(| 0,06 0,03 0,00
7 1,51E+01 | 4,01E+01 | -1,17E+01 | 1,51E+01 | 4,00E+01 | -1,17e+01f] 0,13 0,07 0,09
8 1,21E+01 | 4,00E+01 | -8,20E+00 | 1,21E+01 | 4,00E+01 | -8,30E+00]| 0,00 0,03 0,06

En la tabla (5.5) se observa la diferencia promedio y maxima para todos los valores.

Tabla 5.5 Ejemplo #1. Porcentajes de diferencias promedios y méximas para tension plana.

desp X | despY | ox oy T
% dif. Medio | 0,044 | 0,036 | 0,153 | 0,154 0,122
% dif. Max. 0,302 | 0,264 | 0879 | 0,824 0,467
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

5.1.4. Comparacidn de resultados para deformacion plana

De igual forma se presentan los resultado para el caso de deformacion plana, en la tabla
(5.6) se encuentran los desplazamientos, en la tabla (5.7) las tensiones, finalmente en la tabla

(5.8) se encuentra las diferencias promedios y maximas para todos los valores de cada variable

en estudio.

Tabla 5. 6 Ejemplo #1. Desplazamientos y diferencias para deformacion plana.

Numérica y sermi- Analitica
Nodos||desp X sa| despYsa | despXa | despYa || % difdespX | % dif desp Y
2 4,03E-01 -7,44E-02 4,03E-01 -7,47E-02 0,000 0,402
3 7,06E-01 -2,26E-01 7,06E-01 -2,26E-01 0,028 0,089
4 1,77E+00 -1,77E+00 1,77E+00 -1,77E+00 0,000 0,000
6 3,57E-01 -2,58E-01 3,56E-01 -2,58E-01 0,112 0,039
7 554E-01 -5,54E-01 5,54E-01 -5,54E-01 0,036 0,054
8 2,26E-01 -7,06E-01 2,26E-01 -7,06E-01 0,089 0,014
9 2,03E-01 -2,03E-01 2,03E-01 -2,03E-01 0,246 0,197
|10 2,58E-01 -3,57E-01 2,58E-01 -3,56E-01 0,078 0,140
11 7,44E-02 -4,03E-01 7,47E-02 -4,03E-01 0,402 0,000

Tabla 5. 7 Ejemplo #1. Tensiones y diferencias en el pto. de gauss #2, para deformacion plana.

Numérica y semi-analitica Analitica
Elemen. | X G % dif | % dif % dif

sa Ysa Tsa GXa GYa Ta OX Gy Ta
1 3,61E+01 | 4,12E+00 | -9,17E+00 | 3,61E+01 | 4,11E+00 | -9,19E+00 0,00 0,24 0,22
2 4,48E+01 | -9,78E+00 | -2,45E+01 | 4,48E+01 | -9,74E+00 | -2,45E+01 0,00 0,41 0,00
3 6,14E+01 | 1,21E+02 | -6,29E+01 | 6,14E+01 | 1,21E+02 | -6,29E+01 0,00 0,00 0,00
4 1,86E+01 | 1,35E+01 | -1,15E+01 | 1,88E+01 | 1,36E+01 | -1,15+01 || 1,06 0,74 0,00
5 3,38E+01 | 5,26E+01 | -2,76E+01 | 3,38E+01 | 5,26E+01 | -2,75E+01 0,00 0,00 0,36
6 1,41E+01 | 7,15E+01 | -1,60E+01 | 1,41E+01 | 7,15E+01 | -1,60E+01 0,00 0,00 0,00
7 2,39E+01 | 4,34E+01 | -8,47E+00 | 2,39E+01 | 4,34E+01 | -8,47E+00 0,00 0,00 0,00
8 2,34E+01 | 4,99E+01 | -3,85E+00 | 2,34E+01 | 4,99E+01 | -3.86E+00 || 0,00 0,00 0,26

Tabla 5. 8 Ejemplo #1. Porcentajes de diferencias promedios y méaximas para deformacion plana.

desp X | despY | ox oy T
% dif. Medio | 0,071 0,067 | 0,205 | 0,206 0,163
% dif. Max. 0,402 0,402 | 1595 | 1576 0,476
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

5.2. Ejemplo comparativo # 2 (traccion pura)

5.2.1. Planteamiento

En la figura (5.4) se muestra una placa bajo la hipotesis de tension plana discretizada en
ocho elementos y sometida a una fuerza de traccion, con la restriccion minima necesaria para
que se produzcan las deformaciones transversales por la relacion de Poisson. Este ejemplo fue
extraido de Zienkiewicz (1994), donde se presentan varias soluciones con elementos finitos y

ademas de su solucidn exacta.
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Figura 5. 4 Ejemplo #2. Placa en traccion pura.
5.2.2. Caracteristicas del problema y propiedades de los materiales

Tabla 5.9 Ejemplo #2- Caracteristicas del problema.

Caracteristicas del modelo Propiedades del material
N° nodos | N° de elemen. | Nodos restring. | Nodos cargados E %
14 8 4 2 1.0 0,25

La rutina analitica reflejo los siguientes tipos de elementos segun su discriminacion:

Tabla 5. 10 Ejemplo #2. Nimero de elementos de cada caso, segun la rutina analitica.

TIPO la | TIPOI TIPO Il | TIPO I | TIPO IV
5 0 2 1 0
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

5.2.3. Comparacion de resultados

Tabla 5. 11 Ejemplo #2. Desplazamientos nodales y diferencias.

Numeérica y semi-

o Analitica
analitica
Nodos||desp X sa| despYsa | despXa | despYa || %difdespX | % dif desp Y
7 1,00 -0,50 1,00 -0,50 0,00 0,00
9 2,00 -0,25 2,00 0,25 0,00 0,00
13 6,00 0,00 6,00 0,00 0,00 0,00

El desplazamiento horizontal del nodo (13) es cotejado con los resultados de diferentes
rutinas de elementos finitos, presentadas por Zienkiewicz (1994), y con la solucion exacta por

resistencia de materiales:

E-A P-L

P=K-X>K=——->A=e-h> X-=
L E-e-h

(5.2)

Con la carga axial (P= 3.0), el modulo de elasticidad (E= 1.0), la longitud de la barra
(L= 6.0), el ancho de la seccion transversal (e= 1.0) y la altura de la seccion (h= 3.0) se obtiene

de la formula (5.2) el desplazamiento longitudinal (X= 6.0).

Tabla 5. 12 Ejemplo #2. Tensiones y diferencias en los cuatro puntos de gauss.

Numérica y semi-analitica Analitica
Pto. de % dif
Elemen. gauss || OXsa OVYsa Tsa OXa GVYa Ta oX
1 1,00 * * 1,00 * * 0.,00
v 2 1,00 * * 1,00 * * 0.,00
3 1,00 * * 1,00 * * 0.,00
4 1,00 * * 1,00 * * 0.,00
5 1,00 * * 1,00 * * 0.,00
VIl 6 1,00 * * 1,00 * * 0.,00
7 1,00 * * 1,00 * * 0.,00
8 1,00 * * 1,00 * * 0.,00

El simbolo () indica que el valor numérico es de una magnitud muy pequefia y puede

tomarse como nulo.
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

5.3. Ejemplo comparativo # 3 (flexion pura)
5.3.1. Planteamiento

En la (5.5) se muestra una viga en volado de diez unidades de longitud, dos unidades de
alto y una de ancho, con un modulo de elasticidad (E=1500) y una relacion de Poisson
(v=0.25); sometida a un momento el cual es equivalente al par de fuerza de 1000 unidades
que se muestra, la viga esta discretizada en cinco elementos. Este ejemplo fue extraido de
Zienkiewicz (1994), donde se presentan varias soluciones con distintos elementos finitos y

ademas de su solucidn exacta.

L e % e 2 S VA S 4 L
4 1o 1000
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Figura 5.5 Ejemplo #3. Viga en volado a flexion con malla de elementos distorsionados.

5.3.2. Caracteristicas del problema y propiedades de los materiales

Tabla 5. 13 Ejemplo #3. Caracteristicas del problema.

Caracteristicas del modelo Propiedades del material
N° nodos | N° de elemen. | Nodos restring. | Nodos cargados E v
12 5 2 2 1500 0.25

Al realizar el andlisis la rutina analitica reflejo los siguientes tipos de elementos segun su

discriminacion interna:

Tabla 5. 14 Ejemplo #3. Nimero de elementos de cada caso, segun la rutina analitica.

TIPOla | TIPOI TIPO Il | TIPO 1l | TIPO IV

0 0 0 0 5
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

5.3.3. Comparacion de resultados

Ya en el capitulo 11 se dijo que el elemento de cuatro nodos presenta una buena conducta
cuando el comportamiento que predomina es de traccion o de compresion, y esto lo pudimos
constatar en los ejemplos anteriores, sin embargo se dijo que este elemento presenta poca
precision cuando el comportamiento predominante es flexion debido a la imposibilidad del

elemento de adoptar formas curvas. Con este ejemplo se observa lo comentado.

Tabla 5. 15 Ejemplo #3. Desplazamientos nodales y diferencias.

Numerlcg_y semi- Analitica
analitica
Nodos||desp X sa| despYsa | desp Xa | despY a || % difdesp X | % dif desp Y
5 2,501 2,948 2,518 2,893 2,90 1,90
8 -4,286 13,01 -4,200 12,71 2,05 2,36
11 8,403 45,39 8,235 44,56 2,04 2,45

El desplazamiento vertical del nodo (11) fue cotejado con los resultados presentadas por

Zienkiewicz (1994), y se muestran en la tabla (5.16).

Tabla 5. 16 Ejemplo #3. Comparacion de la solucién con diferentes rutinas.

Rutinas utilizadas en este trabajo Resultados extraidos de Zienkiewicz(1994)
RUTINA GCD Semi-analitica Isoparamétrico Pian-Sumihara Exacto
(Analitica_Ke) DVG (stiff4) bilinial (Q4) (cuadrilatero hibrido) | (viga)
Desp. ¥ del 44,56 45,39 45,70 96,18 100
nodo #11
Tabla 5. 17 Ejemplo #3. Tensiones y diferencias en el punto de gauss #2.
Numeérica y semi-analitica Analitica
Pto. de %dif | %dif | % dif
Elemen. gauss sta Gysa Tsa GXa Gya Ta OX Gy T
1 2 -6,12E+02 | -1,42E+02 | 2,70E+02 | -6,01E+02 | -1,39E+02 | 2,65E+02 1,86 2,67 1,58
\Vj 2 -749E+02 | -2,17E+02 | -598E+02 | -7,49E+02 | -2,15E+02 | -595E+02 0,03 1,12 0,39

Tabla 5. 18 Ejemplo #3. Diferencias promedios y maximas.

desp X | despY | ox oy T
% dif. Med. | 2,051 | 2358 | 2,631 | 2,777 8,028
% dif. Max. || 3,145 | 6,216 | 8,637 | 10,525 *
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

5.4. Ejemplo comparativo # 4. Presa con cavidad (deformacion plana)

5.4.1. Planteamiento

Se presenta en la figura (5.6) el problema a estudiar, se trata de una presa de concreto
armado con una cavidad semicircular. Se plantea hacer un modelo por el MEF de la presa y
dos estratos de suelos bien definidos sobre los cuales se encuentra la presa. Solo se estudiara el
caso de carga hidrostatica (presion lateral sobre la presa). Este ejemplo, es similar a uno
encontrado en Zienkiewicz (1994) y cabe destacar que no se pretender hacer un estudio real,

sino comparar las soluciones.

Figura 5. 6 Presa con cavidad en tres dimensiones.

Debido a las caracteristicas del problema planteado se utilizd la hipotesis de
deformacion plana; por lo tanto se toma como area de estudio una rebanada de espesor

unitario la cual presenta en la figura (5.7).

70

118,05

o24,71

Figura 5. 7 Seccion plana de estudio de la presa bajo hip6tesis de deformacién plana.
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

5.4.2. Caracteristicas del problema y propiedades de los materiales

Para resolver el problema se discretiz6 el continuo con 162 elementos, figura (5.8), por
simplicidad se establecié a una distancia alejada de la presa, las condiciones de contorno de
desplazamiento nulo para nodos del borde de la masa de suelo, no se utilizé ningln criterio

para establecer esta distancia, debido a que este ejemplo es s6lo para comparar los resultados

entre las rutinas.

Figura 5. 8 Discretizacion del problema en elementos finitos.

Tabla 5. 19 Ejemplo #4. Caracteristicas del problema.

N° nodos

N° de elemen.

Nodos restring.

Nodos cargados

202

162

29

8

Tabla 5. 20 Ejemplo #4. Propiedades de los materiales.

Presa de concreto Estrato 1 Estrato 2
E v E v E v
25x10° | 0.3 1.5x10* | 035 | 25x10* | 0.3

5.4.3. Cargas nodales

Se transformo la distribucion triangular de la presion lateral del agua a un equivalente de

cargas nodales como se muestra en la figura (5.9).
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

(a) (b)
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Figura 5. 9 Detalle de las cargas sobre la presa: (a) distribucion triangular de la carga lateral por presion
hidrostatica; (b) equivalente en cargas nodales de la presién hidrostatica.

Tabla 5. 21 Cargas nodales.

Nodo # 12 13 14 15 51 45 46 47

PX (Ton) || 19,5313 | 156,25 312,5 468,75 625 781,25 937,5 | 527,3438

5.4.4. Comparacion de resultados

Del analisis con la rutina analitica se obtuvo el nimero de elementos de cada caso

detectados.

Tabla 5. 22 Ejemplo #4. Nimero de elementos de cada caso, segun la rutina analitica.

TIPOla | TIPOI TIPO Il | TIPO Il | TIPO IV
16 15 53 0 78

De los andlisis de ambas rutinas y de la posterior comparacién se tiene que las

diferencias promedio y méaximas de los desplazamientos y de las tensiones son:

Tabla 5. 23 Ejemplo #4. Diferencias promedios y maximas.

desp X | despY | ox oy T
% dif. Medio | 0,004 | 0,041 | 0,051 | 0,192 0,079
% dif. Max. 0,058 2,449 | 2,799 | 24,089 | 6,050
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

5.5. Ejemplo comparativo # 5. Barra con orificio circular (tension plana)

5.5.1. Planteamiento

Se presenta en la figura (5.10) el problema a estudiar, se trata de una barra rectangular
con un orificio circular sometida a una fuerza uniforme de traccion. Se plantea hacer un
modelo de tension plana por elementos finitos. Este ejemplo fue ideado de uno similar

presentado en Zienkiewicz (1994), con pequefias modificaciones.

Figura 5. 10 Barra con orificio circular en tres dimensiones.

5.5.2. Caracteristicas del problema y propiedades de los materiales

En la figura (5.11) se muestra la malla realizada y las dimensiones de la barra.

4 )

g

.00

!
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Figura 5. 11 Discretizacion del problema en elementos finitos.
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

En la tabla (5.24), se presentan las caracteristicas del modelo y las propiedades de los

materiales que fueron utilizados.

Tabla 5. 24 Ejemplo #5, caracteristicas del modelo.

Caracteristicas del modelo Propiedades del material
N° nodos | N°deelemen. |Nodos restring.Nodos cargados E v
1100 1215 21 21 2.10E+03 0.25
5.5.3. Cargas nodales

q=15

o 0.375

— 0.750 c/u

-

7 0.375

(a) (b)

Figura 5. 12 Ejemplo #5, cargas nodales.

5.5.4. Comparacion de resultados

Del analisis con la rutina analitica se obtuvo el nimero de elementos de cada caso
detectados.

Tabla 5. 25 Ejemplo #5. Nimero de elementos de cada caso, segun la rutina analitica.

TIPOla | TIPOI TIPO 1l | TIPO I | TIPO IV
102 598 0 0 400

Se tiene que las diferencias promedio y méaximas son:

Tabla 5. 26 Ejemplo #5. Diferencias promedios y maximas.

desp X | Desp,Y | ox oy T

% dif. Medio || 0,002 0,019 0,006 0,020 0,022
% dif. Max. 0,069 1,394 0,624 7,019 2,726
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CAPITULO V. Aplicaciones y comparacion de resultados

5.6. Analisis de resultados

La similitud de los resultados nos indica que la rutina analitica puede utilizarse para
resolver problemas de elasticidad plana, siendo la razon de las pequefas diferencias, errores de
calculo de la integracion numérica en elementos con una pequefia distorsion, como se
demostrd en el capitulo anterior.

La magnitud de las diferencias aqui encontradas, es aceptable, pero con esto podemos
ver como pequefios errores en el calculo de la matriz de rigidez de las rutinas que utilizan
integracion numérica, se traducen en pequefios errores en los desplazamientos y a su vez en las

tensiones, siendo estas Ultimas las méas afectadas debido al proceso de acumulacion.
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CAPITULO VI. Conclusiones

CapiturLo VI
Conclusiones

6.1. Conclusion general

En forma general se concluye que la rutina optimizada de integracion analitica para el
calculo de la matriz de rigidez de un elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos,
realizada en este trabajo, presenta ventajas en precisién y tiempo de ejecucién ante las

rutinas de integracion numérica y semi-analitica, lo que la hace mas eficiente.

6.2. Conclusiones particulares

. Se encontraron cuatros ecuaciones para cada uno de los casos discriminados, que
permiten calcular los términos de la matriz de rigidez del elemento finitos

isoparamétricos de cuatro nodos.

= Se realiz6 una rutina en un lenguaje de alto nivel para el célculo de la matriz de

rigidez del elemento estudiado.

. Se generd un programa que permite comparar los tiempos de computacional de
ejecucion y porcentaje de diferencia entre la subrutina analitica y las subrutinas

numérica y semi-analitica.
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CAPITULO VI. Conclusiones

Se comparo los tiempos de ejecucion computacional de la subrutina analitica con los
tiempos de las subrutinas por integracion numérica e integracién semi-analitica y se
comprobd que la subrutina analitica es mucho mas eficiente en tiempo que la rutina

numerica y que a la rutina semi-analitica.

Se obtuvo que debido a la discriminacion realizada en la subrutina analitica los

elementos mas sencillos son mucho mas rapidos de calcular.

Se comprobo que las diferencias entre la rutina analitica y la semi-analitica para
elementos cercanos a la frontera entre un caso y otro se deben a errores de precision

de la rutina analitica.

Se encontrd una técnica para calcular dentro del programa los valores minimos
tolerable de las constantes del jacobiano y asi poder hacer las discriminaciones en los

casos cercanos a la frontera y evitar los errores.

Se comprob6 el buen funcionamiento de la subrutina de integracion analitica en
problemas de elasticidad plana, y se resalta la precision que esta genera en los

calculos.
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APENDICE A

Expresiones integradas y
constantes generales

A.1l. Expresiones integradas en Maple

A.1.1. Caso |

>EB1:= (AKi*xi”2+(BKi*eta+CKi)*xi+DKi*eta”2+EKi*eta+FKi) /
(CI);
AKi &2+ (BKi 1 + CKi) & + DKi 12 + EKi n + FKi

CJ

>EB1 Kii:=Int((Int(EB1,xi=-1..1),eta=-1..1));
11

i &2 i ' o2 , .
EB1 Kii ::J'JAKli + (BKi n + CKi) & + DKi n“ + EKi n + FKi
1v-1

EB1 :=

cJ dg dn

>EB1 Kii:=(simplify(int((int(EB1,xi=-1..1),eta=-

1..1)))):Denomi :=denom(%) ;numer (%%) :collect(%,BJ):collect(%,CJ)

collect(%, In(BJ+CJ)):collect(%, In(-BJ+CJ)): : EB1 KiiNum:= % ;
Denomi :=3CJ

EB1_KiiNum := 4 DKi + 4 AKi + 12 FKi

A.1.2. Caso Il

>EB1:=
(AK(F)*xi72+(BK(F)*eta+CK(F)) *xi+DK(F)*eta2+EK(F)*eta+FK(F)) 7/
(BJ*eta+CJ);

ERL = AK(f) £2+ (BK(f) n + CK(f)) & + DK(f) n? + EK(f) n + FK(f)

BIn+CJ

>EB1 Kii:=Int((Int(EB1,xi=-1..1),eta=-1..1));
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EBL1 Kii :=
1 1
AK(f)&2+(BK(f)n+CK(f))é+DK(f)n2+EK(f)n+FK(f)d d
BJ 1 + CJ S dn

>EB1_Kii:=(simplify(int((int(EBl,xi=-1..1),eta=-
1..1)))):Denomi :=denom(%) ; numer (%%) :collect(%,BJ):collect(%,CJd)
collect(%, In(BJ+CJ)):collect(%,In(-BJ+CJ)): EB1 _KiiNum:=
sort(%) ;

Denomi := 3 BJ®

EB1_KiiNum := 12 BJ? EK(f) — 12 BJ CJ DK(f)
+ (-6 BJ CJ EK(f) + 6 CJ? DK(f) + (2 AK(f) + 6 FK(f)) BJ?) In(BJ + CJ)
+ (6 BJ CIJEK(f) — 6 CI? DK(f) + (-2 AK(f) — 6 FK(f)) BJ?) In(-BJ + CJ)

A.1.3. Caso Il

>EBl:=

(AK(F)*xi72+(BK(F)*eta+CK(F)) *xi+DK(F)*eta2+EK(F)*eta+FK(F)) 7/
(AJ*Xi+CJ);

AK(f) &2+ (BK(f) n+ CK(f)) & + DK(f) 0% + EK(f) n + FK(f)

EBL := AJE 2 C)
>EB1 Kii:=Int((Int(EB1,xi=-1..1),eta=-1..1));
EB1 Kii :=
1 1
AK(f) &2+ (BK(f) n + CK(f)) & + DK(f) n? + EK(f) n + FK(f) d&t d
AJE +CJ 5 dn
1v-1

>EB1_Kii:=(simplify(int((int(EBl,xi=-1..1),eta=-
1..1)))):Denomi :=denom(%) ; numer (%%) :collect(%,AK1) :collect(%,BK
1):collect(%,CK1l):collect(%, In(AJ+CJ)):collect(%, In(-AJ+CJ)) :
EB1 KiiNum:= sort(%) ;
Denomi := 3 AJ®

EB1_KiiNum := 12 AJ CK(f) — 12 AJ CJ AK(f)

+ (2 AP DK(f) + 6 AF FK(f) — 6 AJ CJ CK(f) + 6 CJ? AK(f)) In(AJ+ CJ)

+ (-2 A¥? DK(f) — 6 A FK(f) + 6 AJ CJ CK(f) — 6 CJ? AK(f)) In(-AJ + CJ)
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A.1.4. Caso IV

>EBl:=

(AK(F)*xiM2+(BK(F) *eta+CK(F))*xi+DK(F)*eta2+EK(F)*eta+FK(F)) /
(AJ*x1+BJ*eta+CJ);

AK(f) &2 + (BK(f) n + CK(f)) & + DK(f) n? + EK(f) n + FK(f)

EB1 =
AJE+BIn+CJ

>EB1_Kii:=Int((Int(EB1l,xi=-1..1),eta=-1..1));
EB1_Kii :=
11

J J' AK(f) £2 + (BK() n+ CK(f)) & + DK(f) n?+ EK(f) n + FK(f)
1v-1

AJE + BIn + CJ dz dn

>EB1 Kii:=(simplify(int((int(EB1,xi=-1..1),eta=-
1..1)))):Denomi :=denom(%) ; numer (%%) :collect(%,AK) collect(%,BK)
collect(%,CK):collect(%,DK):collect(%,EK):collect(%,FK):collec
t(%, In(AJ-BJ+CJ)) :collect (%, In(AJ+BJ+CJ)) :collect(%, In(-
AJ+BJ+CJ)):collect(%, In(-AJ-BJ+CJ)) : EB1 KiiNum:= sort(%) ;
Denomi := 6 BJ® AJ®

EB1 _KiiNum :=—16 AK(f) AJBJ® CJ + 4 BK(f) AJ? BJ? CJ + 12 CK(f) A¥* BJ®

— 16 DK(f) AP BJ CJ + 12 EK(f) AP BJ? + (

(-2 AP BJ?-2BJ® + 6 BJ* CJ- 6 BJ® CJ% + 2 BJ? CJ®) AK(f)

+(2A¥BI-3AFBICI+2AIBI*-3AIBI®CI+ A)BJCJI®) BK(f)

+ (3 AP BJ?-3AIBJI*+ 6 AJBJ® CJ- 3 AJBJ? CJ?) CK(f)

+ (-2 AP +6 A CI-6 AP CI?>- 2 AP BJ® + 2 AF CJ®) DK(f)

+ (-3 AJ* BJ+ 6 AP BJ CJ+ 3 A BJ® - 3 A BJ CJ?) EK(f)

+ (-6 A BJ? -6 A BJ + 6 A BJ2 CJ) FK(f)) In(-AJ— BJ + CJ) + (

(-2 AP BJ? + 2 BJ® - 6 BJ* CJ + 6 BJ® CJ? - 2 BJ? CJ®) AK(f)

+(2AYBJ+3AFBICI-2AIBI + 3 AIBI® CI- AJBJ CJ®) BK(f)

+ (=3 A¥ BJ*+ 3 AJBJ*- 6 AJBJ® CJ + 3 AJBJ? CJ?) CK(f)

+(-2AFP -6 A CI-6 AP CI?+2AF BI -2 A¥ CI®) DK()

+(3AJBJ+6AFPBICI-3AFBJI®+ 3 AN BICI?) EK()

+ (-6 AP BJI?*+ 6 AJ*BJI® - 6 A2 BJ2 CJ) FK(f)) In(AJ—BJ + CJ) + (

(2 AP BJ?-2BJ° -6 BJ* CJ- 6 BJ® CJ?- 2 BJ? CJ®) AK(f)

+(-2A¥BJ+3AFBICI+2AIBI* +3AIBI} CI- AJBJI CJ®) BK(f)
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+ (-3 AP BJ?+ 3 AJBJ*+ 6 AJBJ® CJ + 3 AJBJ? CJ?) CK(f)

+(2AP -6 A CI+6 AP CI -2 AP BJI -2 A% CJ®) DK(f)
+(3AJBJ-6AFPBICI-3AFBI®+ 3 AN BICI?) EK()

+(6 AP BJ? -6 A B -6 A2 BJI2CJ) FK(f)) In(-AJ+ BJ + CJ) + (
(2 AP BJ?+2BJ° + 6 BJ* CJ+ 6 BJ® CJ% + 2 BJ? CJ®) AK(f)
+(-2A)BJ-3AFBICI-2AIBI*-3AIBI®*CI+ AJBJ CJ®) BK(f)
+(3AFBI*-3AIBJ* -6 AJBJ CJ- 3 AJBJ2 CJ?) CK(f)

+(2AP +6 A CI+6 AP CI?+ 2 AP BI® + 2 A CI®) DK(f)

+ (-3 A BJ-6 AP BJCJ+3AFBJI® -3 A BJ CJ?) EK(f)

+ (6 AP BJ?+ 6 AP BJ® + 6 A BJ> CJ) FK(f)) In(AJ+ BJ + CJ)
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A.2. Constantes generales

AK(1)= AY1**2*D1 + AX1**2*D3
AK(2)= -AY1*D2*AX1 - AX1*D3*AY1l
AK(3)= -AY1**2*D1 - AX1**2*D3
AK(4)= AY1*D2*AX1 + AX1*D3*AY1l
AK(5)= -AY1*D1*AY2 - AX1*D3*AX2
AK(6)= AY1*D2*AX2 + AX1*D3*AY2
AK(7)= AY1*D1*AY2 + AX1*D3*AX2
AK(8)= -AY1*D2*AX2 - AX1*D3*AY2
AK(9)= AX1**2*D1 + AY1**2*D3
AK(10)= AX1*D2*AY1l + AY1*D3*AX1
AK(11)=-AX1**2*D1 - AY1**2*D3
AK(12)= AX1*D2*AY2 + AY1*D3*AX2
AK(13)=-AX1*D1*AX2 - AY1*D3*AY2
AK(14)=-AX1*D2*AY2 - AY1*D3*AX2
AK(15)= AX1*D1*AX2 + AY1*D3*AY2
AK(16)= AY1**2*D1 + AX1**2*D3
AK(17)=-AY1*D2*AX1 - AX1*D3*AY1l
AK(18)= AY1*D1*AY2 + AX1*D3*AX2
AK(19)=-AY1*D2*AX2 - AX1*D3*AY2
AK(20)=-AY1*D1*AY2 - AX1*D3*AX2
AK(21)= AY1*D2*AX2 + AX1*D3*AY2
AK(22)= AX1**2*D1 + AY1**2*D3
AK(23)=-AX1*D2*AY2 - AY1*D3*AX2
AK(24)= AX1*D1*AX2 + AY1*D3*AY2
AK(25)= AX1*D2*AY2 + AY1*D3*AX2
AK(26)=-AX1*D1*AX2 - AY1*D3*AY2
AK(27)= AY2**2*D1 + AX2**2*D3
AK(28)=-AY2*D2*AX2 - AX2*D3*AY2
AK(29)=-AY2**2*D1 - AX2**2*D3
AK(30)= AY2*D2*AX2 + AX2*D3*AY2
AK(31)= AX2**2*D1 + AY2**2*D3
AK(32)= AX2*D2*AY2 + AY2*D3*AX2
AK(33)=-AX2**2*D1 - AY2**2*D3
AK(34)= AY2**2*D1 + AX2**2*D3
AK(35)=-AY2*D2*AX2 - AX2*D3*AY2
AK(36)= AX2**2*D1 + AY2**2*D3

BK(1)=2*AY1*D1*AY3+2*AX1*D3*AX3
BK(2)=(~AX1*AY3-AY1*AX3)*D3+(~AX1*AY3-AY1*AX3)*D2
BK(3)=(~AX1*AX3-AX1*AX4)*D3+(-AY1*AY3-AY1*AY4)*D1
BK(4)=(AY1*AX3+AX1*AY4)*D3+(AX1*AY3+AY1*AX4)*D2
BK(5)=(~AX2*AX3+AX1*AX4) *D3+(~AY2*AY3+AY1*AY4)*D1
BK(6)=(AY2*AX3-AX1*AY4)*D3+(AX2*AY3-AY1*AX4)*D2
BK(7)=(AX2*AX3-AX1*AX3)*D3+(AY2*AY3-AY1*AY3)*D1
BK(8)=(~AY2*AX3+AX1*AY3)*D3+(~AX2*AY3+AY1*AX3)*D2
BK(9)=2*AX1*D1*AX3+2*AY1*D3*AY3
BK(10)=(AX1*AY3+AY1*AX4)*D3+(AY1*AX3+AX1*AY4)*D2
BK(11)=(-AY1*AY3-AY1*AY4)*D3+(-AX1*AX3-AX1*AX4)*D1
BK(12)=(AX2*AY3-AY1*AX4)*D3+(AY2*AX3-AX1*AY4)*D2
BK(13)=(-AY2*AY3+AY1*AY4)*D3+(~AX2*AX3+AX1*AX4)*D1
BK(14)=(~AX2*AY3+AY1*AX3)*D3+(~AY2*AX3+AX1*AY3)*D2
BK(15)=(AY2*AY3-AY1*AY3)*D3+(AX2*AX3-AX1*AX3)*D1
BK(16)=2*AY1*D1*AY4+2*AX1*D3*AX4
BK(17)=(~AX1*AY4-AY1*AX4)*D3+(~AX1*AY4-AY1*AX4)*D2
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BK(18) =(AX2*AX4-AX1*AX4)*D3+(AY2*AY4-AY1*AY4)*D1
BK(19)=(~AY2*AX4+AX1*AY4)*D3+(~AX2*AYA+AY1*AX4)*D2
BK(20) =(~AX2*AX4+AX1*AX3)*D3+(~AY2*AY4+AY1*AY3)*D1
BK(21)=(AY2*AX4-AX1*AY3)*D3+(AX2*AY4-AY1*AX3)*D2
BK(22)=2*AX1*D1*AX4+2*AY1*D3*AY4
BK(23)=(~AX2*AY4+AY1*AX4) *D3+(~AY2*AX4+AX1*AY4)*D2
BK(24)=(AY2*AY4-AY1*AY4)*D3+(AX2*AX4-AX1*AX4)*D1
BK(25)=(AX2*AY4-AY1*AX3)*D3+(AY2*AX4-AX1*AY3)*D2
BK(26)=(~AY2*AY4+AY1*AY3)*D3+(~AX2*AX4+AX1*AX3)*D1
BK(27)=-2*D1*AY2*AY4-2*D3*AX2*AX4

BK(28) =(AX2*AY4A+AY2*AX4) *D3+(AX2*AY4+AY2*AX4)*D2
BK(29) =(AX2*AX4+AX2*AX3)*D3+(AY2*AY4+AY2*AY3)*D1
BK(30)=(~AY2*AX4-AX2*AY3) *D3+(~AX2*AY4-AY2*AX3)*D2
BK(31)=-2*D1*AX2*AX4-2*D3*AY2*AY4
BK(32)=(~AX2*AY4-AY2*AX3)*D3+(~AY2*AX4—-AX2*AY3)*D2
BK(33)=(AY2*AY4+AY2*AY3)*D3+(AX2*AX4+AX2*AX3)*D1
BK(34)=-2*D1*AY2*AY3-2*D3*AX2*AX3
BK(35)=(AX2*AY3+AY2*AX3) *D3+(AX2*AY3+AY2*AX3) *D2
BK(36)=-2*D1*AX2*AX3-2*D3*AY2*AY3

CK(1)=-2*AX1*D3*AX5-2*AY1*D1*AY5
CK(2)=(AY1*AX5+AX1*AY5)*D3+(AY1*AX5+AX1*AY5)*D2
CK(3)=(AX1*AX5+AX1*AX6)*D3+(AY1*AY6+AY1*AY5)*D1
CK(4)=(-AY1*AX5-AX1*AY6)*D3+(-AY1*AX6-AX1*AY5)*D2
CK(5)=(AX2*AX5+AX1*AX5)*D3+(AY1*AY5+AY2*AY5)*D1
CK(B)=(~AY2*AX5-AX1*AY5)*D3+(~AY1*AX5-AX2*AY5)*D2
CK(7)=(~AX2*AX5-AX1*AX6)*D3+(~AY1*AY6-AY2*AY5)*D1
CK(8)=(AY2*AX5+AX1*AY6)*D3+(AY1*AX6+AX2*AY5)*D2
CK(9)=-2*AX1*D1*AX5-2*AY1*D3*AY5
CK(10)=(-AX1*AY5-AY1*AX6)*D3+(~AX1*AY6-AY1*AX5)*D2
CK(11)=(AY1*AY5+AY1*AY6)*D3+(AX1*AX5+AX1*AX6)*D1
CK(12)=(-AX2*AY5-AY1*AX5)*D3+(~AX1*AY5-AY2*AX5)*D2
CK(13)=(AY2*AY5+AY1*AY5)*D3+(AX2*AX5+AX1*AX5)*D1
CK(14)=(AX2*AY5+AY1*AX6)*D3+(AX1*AYE+AY2*AX5)*D2
CK(15)=(-AY2*AY5-AY1*AY6)*D3+(~AX2*AX5-AX1*AX6)*D1
CK(16)=-2*AX1*D3*AX6-2*AY1*D1*AY6
CK(17)=(AY1*AX6+AX1*AY6)*D3+(AY1*AX6+AX1*AY6)*D2
CK(18)=(~AX2*AX6-AX1*AX5)*D3+(~AY1*AY5-AY2*AY6)*D1
CK(19)=(AY2*AX6+AX1*AY5)*D3+(AY1*AX5+AX2*AY6)*D2
CK(20)=(AX2*AX6+AX1*AX6)*D3+(AY1*AY6+AY2*AY6)*D1
CK(21)=(-AY2*AX6-AX1*AY6)*D3+(~AY1*AX6-AX2*AY6)*D2
CK(22)=-2*AX1*D1*AX6-2*AY1*D3*AY6
CK(23)=(AX2*AYB+AY1*AX5)*D3+(AX1*AY5+AY2*AX6)*D2
CK(24)=(-AY2*AY6-AY1*AY5)*D3+(~AX2*AX6-AX1*AX5)*D1
CK(25)=(~AX2*AYB-AY1*AX6)*D3+(~AX1*AY6-AY2*AX6)*D2
CK(26)=(AY2*AY6+AY1*AY6)*D3+(AX2*AX6+AX1*AX6)*D1
CK(27)=-2*D3*AX2*AX5-2*D1*AY2*AY5
CK(28)=(AY2*AX5+AX2*AY5)*D3+(AY2*AX5+AX2*AY5)*D2
CK(29) =(AX2*AX5+AX2*AX6)*D3+(AY2*AY6+AY2*AY5)*D1
CK(30)=(-AY2*AX5-AX2*AY6) *D3+(~AY2*AX6-AX2*AY5)*D2
CK(31)=-2*D1*AX2*AX5-2*D3*AY2*AY5
CK(32)=(~AX2*AY5-AY2*AX6)*D3+(~AX2*AY6-AY2*AX5)*D2
CK(33)=(AY2*AY5+AY2*AY6)*D3+(AX2*AX5+AX2*AX6)*D1
CK(34)=-2*D3*AX2*AX6-2*D1*AY2*AY6
CK(35)=(AY2*AX6+AX2*AY6)*D3+(AY2*AX6+AX2*AY6) *D2
CK(36)=-2*D1*AX2*AX6-2*D3*AY2*AY6
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DK(1)=D3*AX3**2+D1*AY3**2
DK(2)=-D2*AY3*AX3-D3*AY3*AX3
DK(3)=-D1*AY3*AY4-D3*AX3*AX4
DK(4)=D2*AY3*AX4+D3*AX3*AY4
DK(5)=D1*AY3*AY4+D3*AX3*AX4
DK(6)=-D2*AY3*AX4-D3*AX3*AY4
DK(7)=-D1*AY3**2-D3*AX3**2
DK(8)=D2*AY3*AX3+D3*AY3*AX3
DK(9)=D3*AY3**2+D1*AX3**2
DK(10)=D2*AX3*AY4+D3*AY3*AX4
DK(11)=-D1*AX3*AX4-D3*AY3*AY4
DK(12)=-D2*AX3*AY4-D3*AY3*AX4
DK(13)=D1*AX3*AX4+D3*AY3*AY4
DK(14)=D2*AX3*AY3+D3*AX3*AY3
DK(15)=-D1*AX3**2-D3*AY3**2
DK(16)=D3*AX4**2+D1*AY4**2
DK(17)=-D2*AY4*AX4-D3*AY4*AX4
DK(18)=-D1*AY4**2-D3*AX4**2
DK(19)=D2*AY4*AX4+D3*AY4*AX4
DK(20)=D1*AY3*AY4+D3*AX3*AX4
DK(21)=-D2*AX3*AY4-D3*AY3*AX4
DK(22)=D3*AY4**2+D1*AX4**2
DK(23)=D2*AX4*AY4+D3*AX4*AY4
DK(24)=-D1*AX4**2-D3*AY4**2
DK(25)=-D2*AY3*AX4-D3*AX3*AY4
DK(26)=D1*AX3*AX4+D3*AY3*AY4
DK(27)=D3*AX4**2+D1*AY4**2
DK(28)=-D2*AY4*AX4-D3*AY4*AX4
DK(29)=-D1*AY3*AY4-D3*AX3*AX4
DK(30)=D2*AX3*AY4+D3*AY3*AX4
DK(31)=D3*AY4**2+D1*AX4**2
DK(32)=D2*AY3*AX4+D3*AX3*AY4
DK(33)=-D1*AX3*AX4-D3*AY3*AY4
DK(34)=D3*AX3**2+D1*AY3**2
DK(35)=-D2*AY3*AX3-D3*AY3*AX3
DK(36)=D3*AY3**2+D1*AX3**2
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APENDICE B
Uso del programa

B.1. Introduccion
En este apéndice se presenta una descripcion de como utilizar el programa Analitico-
4n desarrollado en este trabajo para comparar el célculo de matrices de rigidez de

elementos finitos isoparamétricos de cuatro nodos con la rutina semi-analitica y la rutina

analitica de esta investigacion.

B.2. Entrada de datos

La entrada de datos se realiza por un archivo destinado para esto denominado
DatosGCD.dat. En este el usuario debe introducir las coordenadas (x,y) de cada nodo, el
modulo de Young (E) y relacion de Poisson (v), el niUmero repeticiones de la rutina y la

hipdtesis de elasticidad. Todo este se debe hacer en el orden mostrado en la siguiente

figura.

DatosGCD - WordPad

Archivo  Edicion  Wer Insertar Formato  Avoda

Ded S H By
o o
10 0

Coordenadas (X,y) 11 11 E v
o 10 /
1000 0.3

N° de ciclos > 100000 «— ‘Tension plana’

'Ten=sion plana’ ‘Deformacion plana’

Figura B. 1 — Archivo de entrada de datos del programa.
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B.3. Salida de datos

En las figuras (B.2), (B.3) y (B.4) se presenta los resultados generados por el
programa Analitico-4n en el archivo ResultadosGCD.sal, el cual se ubica en la misma
carpeta del programa. Los resultados se presentan por tres partes, la primera contiene los
datos del problema y resultados generales, la segunda presentan las matrices calculadas por
cada rutina y la tercera presenta una tabla resumen de los tiempos de ejecucion y sus

relaciones.

B.3.1. Datosy resultados generales

A continuacion se presenta la primera parte del contenido del archivo de salida de
datos del programa, esta contiene los datos de la entrada, el tipo de caso detectado por la
rutina analitica, la relacion de tiempo, la mejora en tiempo o0 porcentaje de optimizacion y

los errores promedio, maximo y minimo.

2] ResultadosGCD - WordPad

Archiva  Edicion  Yer Insertar Formato  Avuda

NS SR # 2o &

CALCULO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO FINITO ISOPARAMETRICO DE 4 NODOS

COORDENADAS DEL ELEMENTO:

0.0000 0.0000
10.0000 0.0000
11.0000 11i.0000

0.0o0o0o0 10.0000

HIPOTESIS DE ELASTISIDAD: Tension plaha
TIPO DE ELEMENTOS: CASO IV (General)

NUMEROD DE ELEMENTOS: 100000
MODULO DE ELASTIIIDAD: O.1000E+04
MODULO DE POISSON: 0.300
TIEMPO(S-474) : 1.61

MEJCRA EN TIEMPC: 37.854 %

ERROR PROMEDIO: 0.03 %

ERROR MEXIMO: 0.18 %

ERFOR MININO: 0.00 %

Figura B. 2 — Archivo de salida de datos del programa, primera parte.
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B.3.2. Resultados de las matrices
En la siguiente figura se observa como el programa representa las matrices de

rigidez calculada por ambas rutinas.

TIEMPO DE EJECUCION {(sec): O0.E721zE0E+00

MATRIZ DE BIGIDEZ DEL ELEMENTO ( Ee )

-.42E1E+02 -_1EE7E+02 0.2142ZE+02 0.7¢19E+01 0.2128E+03  0.1&73E+03 - _4E9ZE+4+0Z - 1325E+0Z
-.1E557E+02 -_48L51E+03 -—_1985E+0Z -_42Z92ZE+0Z O0_1679E+03 0.2132E+03 0_7619E401 0O_314ZE+03
0.314ZE+02 -_132EE+0Z -_E3Z2E+02 0.Z0Z0E+03 -.eEEZE+0z 0.2€33E+01  0.Z23€E+02 -_1302E+02
0.7€13E+01 -_4EZ3ZE+0Z 0Q.Z0Z0E+402 -.E32Z32E+03 -.18832E+0z2 0.2Z31€E+032 - 1202E+02 O0_Z236E+02
0.zZ132E+02 O0.1e73E+02 -_&EEZE+4+0EZ -.1223E+0Z -_43299E+03 -.1E77E+032 0_EZ91€E+4+02 O0_2633E+01
0.1673E+02 O0_Z138E+403 0_8639E+01 0.ZF915E+03 -_1E577E+03 - 4399E4+03 -_1883E4+0Z -_&553E+0Z
-.4Z9ZE+0Z O0.7E12E+01 0.ZS836E+03 -_1208E+03 O0.2216E+03 -_1883E+02 -_E3Z3E403 O0_Z0Z0E+03
-.132EE+0z O0.314ZE+02 -_1202E+02 0.Z22cE+03 0.26325E+01 -.&EE2E4+0z 0. Z0Z0E+4+02 -_E3Z3E+02

TIEMPO DE EJECUCION (sec): 0O.3523750E+00

MATRIZ DE RIGIDEZ DEL ELEMENTO 1 Ee |

—.423E5ZE+02 - 1EET7E+02 0.3142E+032 0.7eleE+01 0.Z122E+4032 O0.1le73E+403 - 4z225E+40EZ - 1923&8E+0E
—.1E557E+03 -_48E5FE+032 - 1986E+0Z -_4F8L5E4+0Z 0_16792E403 O0_Z138E403 0_.7616E+401 0.3143E+03
0.3143E+02 -.138¢6E+0z2 - L52z24E+02 O0.Z0Z0E+032 - SE47E40Z 0_.262eE+4+01 0. Z226E+402 -_1208E+02
O.7¢1cE+01 - 4Z2EE+0z  0.Z0Z0E+032 - E2E24E403 - 1884E40Z O0_E917E+4032 - 1902E+402 0O_Z838E+032
0.z138E+03 0.1679E+02 - 6G47E+0Z -_1884E40Z -_4400E403 -_1577E403 0_Z917E+403 0_8635E+01
0.1679E+03 0.2138E+02 0.8263&6E+01 0_Z917E403 -_1577E+403 -_4400E403 -_1824E+40FZ - _6547E+02
—.4Z83LE+02  0.7E1€6E+01 0. Z23¢E+02  -_1302E4+032 0.Z217E+403 -_12824E+40Z - E3Z4E+402 0_.Z0Z0E+02
=.138¢E+02  0.3143E+032 -, 1302E+032 O0_.Z232€E+03 0. 26326E+401 -_&E47E40E 0. EZ0Z0E+402 - E3E4E+032

Figura B. 3 — Archivo de salida de datos del programa, matrices de rigidez.

B.3.3. Tabla resumen de tiempo de ejecucion
Finalmente en la salida se presenta una tabla resumen de los tiempos de ejecucion
computacional de cada rutina, la relacién y el porcentaje de optimizacion o ganancia.

NUMERO DE ELEMENTOE: 100000

| TIFO DE ELEMTO | T. 3-& (sec) | T. A& ({sec) | &-AfA | % T.opt |
e e R e R e s |
| CAZE0 IV (Gene| O.E721EE0E+00 | O.2E5937E50E+00 | l.81 | 27.824 |

Figura B. 4 - Archivo de salida de datos del programa, tabla resumen de tiempos.
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APENDICE C

Nulidad de las constantes del
jacobiano

C.1. Demostracion matematica de nulidad de las constantes

Para dar un soporte matematico de lo expresado en los capitulos de este trabajo acerca

de la nulidad de las constantes del jacobiano, se logrd representa éstas en funcion de las

diferencias de coordenadas definidas en el capitulo IV que fueron utilizadas para optimizar las

constantes de las ecuaciones.

AJ :%-[(sz— AX1)-(~AY4 + AY3) — (AY2 - AY1)- (-AX 2 — AX1)]

BJ = %-[(—sz— AX1)-(AY4+ AY3) — (~AY2 — AY1)- (AX 4 + AX3)]

CJ =%~[(AX2— AX1)-(AY4+ AY3) - (~AY2 - AY1)- (AX 4+ AX3)]
Donde:

AX1 = x4-x3; AX2 = x2-X1; AX3= x3-Xx2; AX4 = x4-x1

AY1 = y4-y3: AY2 = y2-yl; AY3= y3-y2; AY4 = y4-yl

AX1
3
4 [AY1
y
AY4 AY3
AY2
1 2 I
AX2
X
AX4 AX3

Figura D. 1- Representacion grafica de las variables y numeracion.

(D.1)
(D.2)

(D.3)

(D.4)
(D.5)
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Tomando como referencia la constante AJ, se procedié a demostrar matematicamente y

de forma general, cuando esta variable puede ser nula o nula relativamente, para esto expresa

los valores nulos relativos con el siguiente simbolo (&) y a AJ de la siguiente manera:

AJ :%~[A31—AJ2)] (D.6)
AJL= (AX2— AX1)-(~AY4 + AY3) (D.7)
AJ2 = (AY2 — AY1) - (—AX2 — AX1) (D.8)

Para que la constante tienda a valores nulos relativos hay dos posibles opciones

matematicas.

C.1.1. Posibilidad I: Elemento con dos lados paralelos al eje X.
Al S Yy A2 38, ; paraque Al . (D.9)

Donde &, y &, son valores nulos relativos locales de las constantes AJ1 y AJ2

respectivamente, de manera que se cumpla que: & = % & - 8,).

Geométricamente podriamos tener un elemento con dos lados paralelos al eje x de
coordenadas globales, esto implicaria que (AY1=AY2=0), con lo que el segundo factor de la
constante AJ2 se anularia, y si observamos la figura (D.1), cuando esto ocurre necesariamente
AY3=AY4, con lo que el segundo factor de AJ2 se anula y por lo tanto (AJ=0). Extendiendo
esto al concepto de valores nulos relativos, tendriamos que si las constantes AY1 y/o AY2,
toman valores pequefios con respecto a la magnitud de los lados del elemento, de forma que se
acerquen a la frontera, ocasionaria valores nulos relativos locales de las constantes AJ1y AJ2,

por lo tanto se produciria el nulo relativo de AJ.

C.1.2. Posibilidad Il: Elemento con dos lados paralelos entre si y rotado entre (-45°,45°)
con respecto a X.

ALz 8y AJ2=38,; pero AJI-AJ2— & ; paraque AJ— S.  (D.10)
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Donde las constantes AJ1 y AJ2 pueden tomar un valor cualquiera siempre que su
diferencia tienda al nulo relativo, por lo tanto:
(AX2— AX1)-(~AY4 + AY3) = (AY2 — AY1) - (-AX 2 — AX1) (D.11)
Por condiciones de ubicacion geométrica las constantes AY1l y AY2 pueden tomar
valores negativos, positivos o nulos, pero para elementos con la numeracion indicada que
tienden a tener los lados (1-2) y (3-4) paralelos, estas constantes siempre tomaran signos
opuestos, con lo que el signo de (AY2- AY1) dependera de cual sea la mayor. De igual forma
AX2 es positiva y AX1 es negativa, con lo cual el factor (AX2-AX1), es siempre positivo; AY3y
AY4 siempre son positivas y por lo tanto (AY3-AY4) se estan restando y el resultado podria ser
positivo, negativo o nulo.
La comprobacion matematica de esta posibilidad comienza con establecer que las rectas
que unen los lados (1-2) y (4-3) deben tener la misma pendiente (my2=1my3), de esto se extrae la
relacion entre AX1y AX2:

_y2-yl  AY2 o _YA-y3_ AVl
X2—x1 AX2 B x4-x3 AX1

_ AX2-AY1
AY2

Sustituyendo (D.11) en la expresion (D.9) y realizando las operaciones de simplificacion

m, (D.12)

AX1 (D.13)

necesarias, se llega a la conclusion de que:

(AY3- AY4) = —(AY1l+ AY2) (D.14)
De forma tal que al sustituir (D.14) y (D.13) en (D.11), se cumple la igualdad.

Para evaluar la posibilidad de que la constante AJ pudiera ser nula para elementos de
lados no paralelos, se utilizé una hoja de célculo que contiene potentes métodos numéricos de
minimizacion, tal como el método de Newton y el método del gradiente conjugado. Fijando

unas coordenadas iniciales, se logré variar las coordenadas de los nodos dos, tres y cuatro
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dejando el nodo uno fijo, obligando a respetar las restricciones de signo de los factores y
buscar el objetivo de nulidad del valor de la constante AJ en este caso. De esta manera se
evidencio que para cumplir el objetivo (AJ=0) respetando las restricciones, las constantes AJ1
y AJ2 pueden tomar un valor cualquiera pero necesariamente AJ1=AJ2, lo que a la vez implica

que los lados (1-2) y (4-3) sean paralelos.

C.1.3. Conclusion sobre la nulidad.

Con esto se concluye que valores de AJ tendientes al nulo relativo, estdn asociados al
caso Il donde el elemento tiene dos lados paralelos, los cuales pueden estar paralelos al eje x 0
en un Angulo o rotados con respecto a x acotado entre -45°<a<45°, para la numeracion
mostrada. Es importante aclarar que para otra numeracion de nodos en el mismo sentido los
resultados son los mismo pero las constantes AX1,AY1..,ect. se intercambian los signos.

Todo lo anterior se puede aplicar de manera anéloga a la constante BJ, llegando a
concluir que valores de BJ dentro del intervalo nulo relativo, estan asociados al caso 111 donde
el elemento tiene dos lados paralelos, los cuales pueden estar paralelos al eje y o en un angulo
o rotados con respecto a X, acotado entre 45°<a<135°.

Analizando la constante CJ podemos ver que los dos primeros factores

(AX2 - AX1)-(AY4+ AY3) son siempre positivos y ademas son de una magnitud mayor a los
segundos factores (—AY2 - AY1)-(AX4+ AX3), y por tanto se asume la hipotesis de que esta

constante no puede ser nula, y ademas se concluye que el valor absoluto de CJ siempre sera de

una magnitud mucho mayor al valor absoluto de las constantes AJy BJ.
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APENDICE D
Caodigo de la rutina analitica

Se presenta en este apéndice la rutina desarrollada en este trabajo para el célculo de la
matriz de rigidez del elemento finito isoparamétrico de cuatro nodos en elasticidad plana. A
manera de referencia se presentan identificadas algunas palabras por colores, los cuales

representan lo siguiente:

Palabras en:

Azul: indican palabras reservadas del lenguaje FORTRAN
Negro: variables, operadores, etc.
Verde: comentarios (estan precedidos del simbolo “!”

SUBROUTINE Analitica_Ke (Coord,Ke, TIEMPO3,Nel,Tipo_ele,ELASTI)

IMPLICIT NONE
INTEGER, PARAMETER: : iwp=SELECTED_REAL_KIND(15)
I Variables de entrada, jacobiano y elasticidad
real (iwp) ,Dimension(5,2):: Coord
real (iwp):: x1,x2,x3,x4,y1l,y2,y3,y4, E,cg,CttDen
real (iwp):: AJ,BJ,CJ, D1,D2,D3
I VARIABLES DE LAS ECUACIONES Y LOGARITMOS
real (iwp):: AX1,AX2,AX3,AX4,AX5,AX6, AY1l,AY2,AY3,AY4,AY5,AY6
real (iwp):: ALog2,BLog2,ALog3,BLog3,ALog4,BLog4,CLog4,DLog4
real (iwp):: CttEl,CttE2,CttE3,CttE4
real(iwp):: A2,B2,C2, A3,B3,C3
real (iwp):: AA4,BA4,CA4,DA4,EA4, AB4,BB4,CB4,DB4,EB4,AC4, &
BC4,CC4, DC4, AD4,BD4,CD4,DD4,ED4, AE4,BE4,CE4,DE4, AF4,BF4,CF4
real (iwp):: AAK2,BFK2,CEK2,DDK2, ADK3,BAK3,CFK3,DCK3
real (iwp):: AAK4,ABK4,ACK4,ADK4 ,AEK4 ,BAK4,BBK4,BCK4,BDK4,BEK4 &
,CAK4 ,CBK4 ,CCK4 ,CDK4 ,CAK4 ,CBK4 ,CCK4 ,CDK4 ,CEK4 ,EAK4 ,EBK4, ECK4, &
EDK4 ,EEK4 ,FAK4,FBK4,FCK4,FDK4
real (iwp):: Actt2,Bctt2,Cctt2, Actt3,Bctt3,Cctt3
real (iwp):: Actt4,Bctt4,Cctt4,Dctt4, Ecttd
real (iwp):: AJ2,AJ3,AJ4,AJ5, BJ2,BJ3,BJ4,BJ5, CJ2,CJ3
real (iwp) ,dimension(10):: Asimp,Dsimp,Fsimp
real (iwp) ,dimension(36):: AK,BK,CK,DK,EK,FK
real (iwp),dimension(5):: Cuantos
real (iwp) ,Dimension(8,8):: Ke
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real (iwp)::
Integer(4)::

sec3i,sec3f, TIEMPO3 , TOL_AJ,TOL_BJ,TOLmin
i,j, m,n, £, Nel, SIG K

Character(20) Tipo_ele, ELASTI

Asignacion de las corrdenadas del elemento

I Asignacion de las ropiedades elésticas del elemento

I Constantes de las corrdenadas (Introduccion del 1° cambio)

BLOQUE DE ASIGNACIONES DE LAS VARIABLES

x1=Coord(1,1)
x2=Coord(2,1)
x3=Coord(3,1)
x4=Coord(4,1)
y1=Coord(1,2)
y2=Coord(2,2)
y3=Coord(3,2)
y4=Coord(4,2)

E= Coord(5,1)
cg= Coord(5,2)

AX1=x4-%x3
AX2=x2-x1
AX3=x3-%x2
AX4=x4-x1
AX5=x4-x2
AX6=x3-x1
AY1l=y4-y3
AY2=y2-y1l
AY3=y3-y2
AY4=y4-y1
AY5=y4-y2
AY6=y3-yl

IF (ELASTI=="Tension plana®) THEN
THipotesis de tension plana

D1=

D2= Dl*cg

D3=

E/(1-cg**2)

E/(2*(1+cg))
ELSE IF (ELASTI=="Deformacion plana®) THEN

I Hipotesis de deformacién plana

ELSE

D1=
D2=
D3=

WRITE(*,*)"

DATOS*

END

WRITEC*,*)"

WRITEC*,™)

WRITEC*,*)"
WRITEC*,*)"

WRITEC*,*)

WRITE(*,*)"

STOP

IF

ERROR AL

EL NOMRE DE LA HIPOTESIS DE ELASTICSIDAD:*

Tension plana *
Deformacion plana

DEBE IR ENTRE COMILLAS SIMPLES*

(E*(1-c9))/((1+cg)*(1-(2*c9)))
D1*cg/(1-cQg)
E/(2*(1+cq))

INTRODUCIR EN EN ARCHIVO DE ENTRADA DE
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I Constants del jaconbiano

AJ= 0.0625*(( AX2-AX1)*(-AY4+AY3)-( AY2-AY1)*(-AX2-AX1))
BJ= 0.0625*((~AX2-AX1)*( AY4+AY3)-(-AY2-AY1)*( AX4+AX3))
CJ= 0.0625*(( AX2-AX1)*( AY4+AY3)-( AY2-AY1)*( AX4+AX3))
1

TOLmin= 0.0025*CJ ! PUEDE VARIAR (0.005 y 0.0005)

IF ( ABS(AJ)<TOLmin ) AJ=0.0
IF ( ABS(BJ)<TOLmin ) BJ=0.0

IF (ABS(CJ)<20.e-20.0r.ABS(CJ)<=ABS(AJ+BJ)) THEN
WRITE(*,*)"POSIBLES ERRORES DE ENTRADAD DE DATOS:"

WRITEC*,*)

WRITE(*,*)" DATOS DE ENTRADA SON VALORES MUY PEQUENOS,
(CI<<<1)"

WRITEC*,*)" ,NUMERACION DE LA CONECTIVIDAD NO SIGUE UN
SENTIDO*®

WRITE(*,*)" O LA GEOMETRIA DEL ELEMENTO PRESENTA UN
ANGULO INTERNO*®
WRITE(*,*)" MAYOR O IGUAL A 180°.*
STOP
End If
IF (CJ<=0.0) THEN
CJ=-CJ ' PARA NUMERACION HORARIA
AJ=-AJ
BJ=-BJ
S1G_K=1
END IF
I

éuantos: 0

1

sec3i=0.0

CALL cpu_time(sec3i)
DO n=1,Nel

iF(AJ::0.0.and-BJ::0.0.and.abs(AXl)—abs(AY4)::0 .and.AY1==0 &
.and.abs(AX3)==0) THEN
1

%ipo_ele:'CASO I.a (Cuadrado)”
1

IConstantes 1,2,3,4,5,7 del k( (1,1 (1,2) (1,3) (1,4 (1,5 1., )
AK(1)= AY1**2*D1+AX1**2*D3
AK(2)=-AY1*D2*AX1-AX1*D3*AY1
AK(3)=-AK(1)

AK(4)=-AK(2)
AK(5)=-AY1*D1*AY2-AX1*D3*AX2
AK(6)= 0.0

AK(7)=-AK(5)

DK(1)= AY3**2*D1+AX3**2*D3
DK(2)=-AY3*D2*AX3-AX3*D3*AY3
DK(3)=-AY3*D1*AY4-AX3*D3*AX4
DK(4)= AY3*D2*AX4+AX3*D3*AY4
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DK(5)=-DK(3)
DK(6)= 0.0
DK(7)=-DK(1)
FK(1)= AY5**2*D1+AX5**2*D3
FK(2)=-AY5*D2*AX5-AX5*D3*AY5
FK(3)=-AY5*D1*AY6-AX5*D3*AX6
FK(4)= AY5*D2*AX6+AX5*D3*AY6
FK(5)=-FK(1)
FK(6)= 0.0
FK(7)=-FK(3)
=1
CttDen= 192.0
CttEl= (CttDen*CJ)/4.0
DO j= 1,7
Ke(l,j)= (DK(F)+AK(F)+3*FK(F))/ CttEl
= f+1
END DO
Ke(1,6)=-Ke(1,2)
Ke(1,8)=-Ke(1,4)
Do 1=2,8
Ke(i,i)=Ke(1,1)
End do
Ke(2,3)=-Ke(1,4)
Ke(2,4)= Ke(1,7)
Ke(2,5)=-Ke(1,2)
Ke(2,6)= Ke(1,5)
Ke(2,7)= Ke(1,4)
Ke(2,8)= Ke(1,3)
Ke(3,4)=-Ke(1,2)
Ke(3,5)= Ke(1,7)
Ke(3,6)= Ke(1,4)
Ke(3,7)= Ke(1,5)
Ke(3,8)= Ke(1,2)
Ke(4,5)=-Ke(1,4)
Ke(4,6)= Ke(1,3)
Ke(4,7)= Ke(1,2)
Ke(4,8)= Ke(1,5)
Ke(5,6)= Ke(1,2)
Ke(5,7)= Ke(1,3)
Ke(5,8)= Ke(1,4)
Ke(6,7)=-Ke(1,4)
Ke(6,8)= Ke(1,7)
Ke(7,8)=-Ke(1,2)
1

éuantos(1)= Cuantos(l) + 1
|

ELSE

Asimp(1)= AY1**2*D1+AX1**2*D3
Asimp(2)=-AY1*D2*AX1-AX1*D3*AY1
Asimp(3)=-AY1*D1*AY2-AX1*D3*AX2
Asimp(4)= AY1*D2*AX2+AX1*D3*AY2
Asimp(5)= AX1**2*D1+AY1**2*D3
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Asimp(6)= AX1*D2*AY2+AY1*D3*AX2
Asimp(7)=-AX1*D1*AX2-AY1*D3*AY2
Asimp(8)= AY2**2*D1+AX2**2*D3
Asimp(9)=-AY2*D2*AX2-AX2*D3*AY2
Asimp(10)=AX2**2*D1+AY2**2*D3
AK(1)= Asimp(1)

AK(2)= Asimp(2)
AK(3)=-Asimp(1)
AK(4)=-Asimp(2)

AK(5)= Asimp(3)

AK(6)= Asimp(4)
AK(7)=-Asimp(3)
AK(8)=-Asimp(4)

AK(9)= Asimp(5)
AK(10)=-Asimp(2)
AK(11)=-Asimp(5)

AK(12)= Asimp(6)

AK(13)= Asimp(7)
AK(14)=-Asimp(6)
AK(15)=-Asimp(7)

AK(16)= Asimp(1)

AK(17)= Asimp(2)
AK(18)=-Asimp(3)
AK(19)=-Asimp(4)

AK(20)= Asimp(3)

AK(21)= Asimp(4)

AK(22)= Asimp(5)
AK(23)=-Asimp(6)
AK(24)=-Asimp(7)

AK(25)= Asimp(6)

AK(26)= Asimp(7)

AK(27)= Asimp(8)

AK(28)= Asimp(9)
AK(29)=-Asimp(8)
AK(30)=-Asimp(9)

AK(31)= Asimp(10)
AK(32)=-Asimp(9)
AK(33)=-Asimp(10)

AK(34)= Asimp(8)

AK(35)= Asimp(9)

Dsimp(1)= AY3**2*D1+AX3**2*D3
Dsimp(2)=-AY3*D2*AX3-AX3*D3*AY3
Dsimp(3)=-AY3*D1*AY4-AX3*D3*AX4
Dsimp(4)= AY3*D2*AX4+AX3*D3*AY4
Dsimp(5)= AX3**2*D1+AY3**2*D3
Dsimp(6)=-AX3*D1*AX4-AY3*D3*AY4
Dsimp(7)= AY4**2*D1+AX4**2*D3
Dsimp(8)=-AY4*D2*AX4-AX4*D3*AY4
Dsimp(9)=-AX3*D2*AY4-AY3*D3*AX4
Dsimp(10)=AX4**2*D1+AY4**2*D3
DK(1)= Dsimp(1)

DK(2)= Dsimp(2)

DK(3)= Dsimp(3)

DK(4)= Dsimp(4)

DK(5)=-Dsimp(3)
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DK(6)=-Dsimp(4)

DK(7)=-Dsimp(1)

DK(8)=-Dsimp(2)

DK(9)= Dsimp(5)

DK(10)=-Dsimp(9)
DK(11)= Dsimp(6)
DK(12)= Dsimp(9)
DK(13)=-Dsimp(6)
DK(14)=-Dsimp(2)
DK(15)=-Dsimp(5)
DK(16)= Dsimp(7)
DK(17)= Dsimp(8)
DK(18)=-Dsimp(7)
DK(19)=-Dsimp(8)
DK(20)=-Dsimp(3)
DK(21)= Dsimp(9)
DK(22)= Dsimp(10)
DK(23)=-Dsimp(8)
DK(24)=-Dsimp(10)
DK(25)=-Dsimp(4)
DK(26)=-Dsimp(6)
DK(27)= Dsimp(7)
DK(28)= Dsimp(8)
DK(29)= Dsimp(3)
DK(30)=-Dsimp(9)
DK(31)= Dsimp(10)
DK(32)= Dsimp(4)
DK(33)= Dsimp(6)
DK(34)= Dsimp(1)
DK(35)= Dsimp(2)
DK(36)= Dsimp(5)

l e ——————————————————————————————— e
Fsimp(1)= AY5**2*D1+AX5**2*D3
Fsimp(2)=-AY5*D2*AX5-AX5*D3*AY5
Fsimp(3)=-AY5*D1*AY6-AX5*D3*AX6
Fsimp(4)= AY5*D2*AX6+AX5*D3*AY6
Fsimp(5)= AX5**2*D1+AY5**2*D3
Fsimp(6)=-AX5*D1*AX6-AY5*D3*AY6
Fsimp(7)= AY6**2*D1+AX6**2*D3
Fsimp(8)=-AY6*D2*AX6-AX6*D3*AY6
Fsimp(9)=-AX5*D2*AY6-AY5*D3*AX6
Fsimp(10)=AX6**2*D1+AY6**2*D3
FK(1)= Fsimp(1)

FK(2)= Fsimp(2)
FK(3)= Fsimp(3)
FK(4)= Fsimp(4)
FK(5)=-Fsimp(1)
FK(6)=-Fsimp(2)
FK(7)=-Fsimp(3)
FK(8)=-Fsimp(4)
FK(9)= Fsimp(5)
FK(10)=-Fsimp(9)
FK(11)= Fsimp(6)
FK(12)=-Fsimp(2)
FK(13)=-Fsimp(5)
FK(14)= Fsimp(9)
FK(15)=-Fsimp(6)
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FK(16)= Fsimp(7)
FK(17)= Fsimp(8)
FK(18)=-Fsimp(3)
FK(19)= Fsimp(9)
FK(20)=-Fsimp(7)
FK(21)=-Fsimp(8)
FK(22)= Fsimp(10)
FK(23)=-Fsimp(4)
FK(24)=-Fsimp(6)
FK(25)=-Fsimp(8)
FK(26)=-Fsimp(10)
FK(27)= Fsimp(1)
FK(28)= Fsimp(2)
FK(29)= Fsimp(3)
FK(30)= Fsimp(4)
FK(31)= Fsimp(5)
FK(32)=-Fsimp(9)
FK(33)= Fsimp(6)
FK(34)= Fsimp(7)
FK(35)= Fsimp(8)

IF (BJ/=0) THEN
I

EK(1)=-2*D3*AX3*AX5-2*D1*AY3*AY5
EK(2)=(AY5*AX3+AY3*AX5)*D3+(AY5*AX3+AY3*AX5)*D2
EK(3)=(AX3*AX6+AX5*AX4)*D3+(AY5*AY4+AY3*AY6)*D1
EK(4)=(-AX3*AYB-AX5*AY4) *D3+(~AY5*AX4—-AY3*AX6)*D2
EK(5)=(AX3*AX5-AX5*AX4) *D3+(~AY5*AY4+AY3*AY5)*D1
EK(6)=(~AY5*AX3+AX5*AY4) *D3+(AY5*AX4-AY3*AX5)*D2
EK(7)=(~AX3*AX6+AX3*AX5)*D3+(AY3*AY5-AY3*AY6)*D1
EK(8)=(AX3*AY6-AY3*AX5)*D3+(~AY5*AX3+AY3*AX6)*D2
EK(9)=-2*D3*AY3*AY5-2*D1*AX3*AX5
EK(10)=(-AY3*AX6-AY5*AX4) *D3+(~AX5*AY4-AX3*AY6)*D2
EK(11)=(AY3*AYB+AY5*AY4) *D3+(AX5*AX4+AX3*AX6)*D1
EK(12)=(-AY3*AX5+AY5*AX4) *D3+(AX5*AY4-AX3*AY5)*D2
EK(13)=(AY3*AY5-AY5*AY4)*D3+(~AX5*AX4+AX3*AX5)*D1
EK(14)=(AY3*AX6-AX3*AY5)*D3+(-AY3*AX5+AX3*AY6)*D2
EK(15)=(-AY3*AY6+AY3*AY5)*D3+(AX3*AX5-AX3*AX6)*D1
EK(16)=-2*D3*AX4*AX6-2*D1*AY4*AY6
EK(17)=(AY6*AX4+AYA*AX6) *D3+(AYE*AX4+AYA*AX6)*D2
EK(18)=(~AX5*AX4+AX4*AX6)*D3+(AYA*AY6-AY5*AY4)*D1
EK(19)=(AY5*AX4-AYA*AX6) *D3+(~AYE*AX4+AX5*AY4) *D2
EK(20)=(AX4*AX6-AX3*AX6)*D3+(~AY3*AYB6+AYA*AY6)*D1
EK(21)=(-AYE*AX4A+AY3*AX6) *D3+(AX3*AYB6-AYA*AX6)*D2
EK(22)=-2*D3*AY4*AY6-2*D1*AX4*AX6
EK(23)=(AX5*AY4-AYE*AX4) *D3+(~AXG*AY4+AY5*AX4) *D2
EK(24)=(~AY5*AY4+AYA*AY6)*D3+(AXA*AX6-AX5*AX4)*D1
EK(25)=(-AX6*AY4+AX3*AY6)*D3+(AYI*AX6-AYE*AX4)*D2
EK(26)=(AY4*AYB-AY3*AY6) *D3+(~AX3*AX6+AXA*AX6)*D1
EK(27)=2*D3*AX5*AX4+2*D1*AY5*AY4
EK(28)=(~AY5*AX4-AX5*AY4) *D3+(~AY5*AX4-AX5*AY4) *D2
EK(29)=(~AX4A*AX6-AX3*AX5)*D3+(~AY3*AY5-AY4*AY6)*D1
EK(30)=(AY6*AX4+AY3*AX5)*D3+(AY5*AX3+AYA*AX6)*D2
EK(31)=2*D3*AY5*AY4+2*D1*AX5*AX4
EK(32)=(AX6*AY4+AX3*AY5)*D3+(AY3*AX5+AY6*AX4) *D2
EK(33)=(-AY4*AYB-AY3*AY5)*D3+(-AX3*AX5-AX4*AX6)*D1
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EK(34)=2*D3*AX3*AX6+2*D1*AY3*AY6
EK(35)=(~AX3*AY6-AY3*AX6)*D3+(~AX3*AYB6-AY3*AX6)*D2
EK(36)=2*D3*AY3*AY6+2*D1*AX3*AX6

!

IF (AJ/=0) THEN
I

CK(1)=-2*AX1*D3*AX5-2*AY1*D1*AY5
CK(2)=(AY1*AX5+AX1*AY5)*D3+(AY1*AX5+AX1*AY5)*D2
CK(3)=(AX1*AX5+AX1*AX6)*D3+(AY1*AY6+AY1*AY5)*D1
CK(4)=(~AY1*AX5-AX1*AYB)*D3+(~AY1*AX6-AX1*AY5)*D2
CK(5)=(AX2*AX5+AX1*AX5)*D3+(AY1*AY5+AY2*AY5)*D1
CK(6)=(~AY2*AX5-AX1*AY5)*D3+(-AY1*AX5-AX2*AY5)*D2
CK(7)=(~AX2*AX5-AX1*AX6)*D3+(~AY1*AY6-AY2*AY5)*D1
CK(8)=(AY2*AX5+AX1*AY6)*D3+(AY1*AX6+AX2*AY5)*D2
CK(9)=-2*AX1*D1*AX5-2*AY1*D3*AY5
CK(10)=(~AX1*AY5-AY1*AX6)*D3+(~AX1*AY6-AY1*AX5)*D2
CK(11)=(AY1*AY5+AY1*AY6)*D3+(AX1*AX5+AX1*AX6)*D1
CK(12)=(~AX2*AY5-AY1*AX5)*D3+(~AX1*AY5-AY2*AX5)*D2
CK(13)=(AY2*AY5+AY1*AY5)*D3+(AX2*AX5+AX1*AX5)*D1
CK(14)=(AX2*AY5+AY1*AX6)*D3+(AX1*AY6+AY2*AX5)*D2
CK(15)=(~AY2*AY5-AY1*AY6)*D3+(~AX2*AX5-AX1*AX6)*D1
CK(16)=-2*AX1*D3*AX6-2*AY1*D1*AY6
CK(17)=(AY1*AX6+AX1*AY6)*D3+(AY1*AX6+AX1*AY6)*D2
CK(18)=(~AX2*AX6-AX1*AX5)*D3+(~AY1*AY5-AY2*AY6)*D1
CK(19)=(AY2*AX6+AX1*AY5)*D3+(AY1*AX5+AX2*AY6)*D2
CK(20)=(AX2*AX6+AX1*AX6)*D3+(AY1*AY6+AY2*AY6)*D1
CK(21)=(~AY2*AX6-AX1*AYB) *D3+(~AY 1*AX6-AX2*AY6) *D2
CK(22)=-2*AX1*D1*AX6-2*AY1*D3*AY6
CK(23)=(AX2*AYB+AY1*AX5)*D3+(AX1*AY5+AY2*AX6)*D2
CK(24)=(~AY2*AY6-AY1*AY5)*D3+(~AX2*AX6-AX1*AX5)*D1
CK(25)=(~AX2*AY6-AY1*AX6)*D3+(~AX1*AYB6-AY2*AX6)*D2
CK(26)=(AY2*AY6+AY1*AY6)*D3+(AX2*AX6+AX1*AX6)*D1
CK(27)=-2*D3*AX2*AX5-2*D1*AY2*AY5
CK(28)=(AY2*AX5+AX2*AY5)*D3+(AY2*AX5+AX2*AY5)*D2
CK(29)=(AX2*AX5+AX2*AX6)*D3+(AY2*AY6+AY2*AY5)*D1
CK(30)=(-AY2*AX5-AX2*AY6) *D3+(-AY2*AX6-AX2*AY5) *D2
CK(31)=-2*D1*AX2*AX5-2*D3*AY2*AY5
CK(32)=(~AX2*AY5-AY2*AX6) *D3+(~AX2*AY6-AY2*AX5)*D2
CK(33)=(AY2*AY5+AY2*AY6)*D3+(AX2*AX5+AX2*AX6)*D1
CK(34)=-2*D3*AX2*AX6-2*D1*AY2*AY6
CK(35)=(AY2*AX6+AX2*AY6)*D3+(AY2*AX6+AX2*AY6)*D2
CK(36)=-2*D1*AX2*AX6-2*D3*AY2*AY6

I

(AJ/=0.AND.BJ/=0) THEN
1

BK(1)=2*AY1*D1*AY3+2*AX1*D3*AX3
BK(2)=(~AX1*AY3-AY1*AX3)*D3+(~AX1*AY3-AY1*AX3)*D2
BK(3)=(~AX1*AX3-AX1*AX4)*D3+(-AY1*AY3-AY1*AY4)*D1
BK(4)=(AY1*AX3+AX1*AY4)*D3+(AX1*AY3+AY1*AX4)*D2
BK(5)=(~AX2*AX3+AX1*AX4) *D3+(~AY2*AY3+AY1*AY4)*D1
BK(6)=(AY2*AX3-AX1*AY4)*D3+(AX2*AY3-AY1*AX4)*D2
BK(7)=(AX2*AX3-AX1*AX3)*D3+(AY2*AY3-AY1*AY3)*D1
BK(8)=(~AY2*AX3+AX1*AY3)*D3+(~AX2*AY3+AY1*AX3)*D2
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BK(9)=2*AX1*D1*AX3+2*AY1*D3*AY3
BK(10)=(AX1*AY3+AY1*AX4)*D3+(AY1*AX3+AX1*AY4)*D2
BK(11)=(-AY1*AY3-AY1*AY4)*D3+(~AX1*AX3-AX1*AX4)*D1
BK(12)=(AX2*AY3-AY1*AX4)*D3+(AY2*AX3-AX1*AY4)*D2
BK(13)=(~AY2*AY3+AY1*AY4)*D3+(~AX2*AX3+AX1*AX4)*D1
BK(14)=(-AX2*AY3+AY1*AX3)*D3+(-AY2*AX3+AX1*AY3)*D2
BK(15)=(AY2*AY3-AY1*AY3)*D3+(AX2*AX3-AX1*AX3)*D1
BK(16)=2*AY1*D1*AY4+2*AX1*D3*AX4
BK(17)=(~AX1*AY4-AY1*AX4)*D3+(~AX1*AY4-AY1*AX4)*D2
BK(18)=(AX2*AX4-AX1*AX4)*D3+(AY2*AY4-AY1*AY4)*D1
BK(19)=(~AY2*AX4+AX1*AY4) *D3+(~AX2*AY4+AY1*AX4)*D2
BK(20)=(~AX2*AX4+AX1*AX3)*D3+(~AY2*AY4+AY1*AY3)*D1
BK(21)=(AY2*AX4-AX1*AY3)*D3+(AX2*AY4-AY1*AX3)*D2
BK(22)=2*AX1*D1*AX4+2*AY1*D3*AY4
BK(23)=(~AX2*AY4+AY1*AX4) *D3+(~AY2*AX4+AX1*AY4) *D2
BK(24)=(AY2*AY4-AY1*AY4) *D3+(AX2*AX4-AX1*AX4)*D1
BK(25)=(AX2*AY4-AY1*AX3)*D3+(AY2*AX4-AX1*AY3)*D2
BK(26)=(~AY2*AY4+AY1*AY3)*D3+(~AX2*AX4+AX1*AX3)*D1
BK(27)=-2*D1*AY2*AY4-2*D3*AX2*AX4
BK(28)=(AX2*AY4+AY2*AX4) *D3+(AX2*AYA+AY2*AX4) *D2
BK(29) =(AX2*AX4+AX2*AX3) *D3+(AY2*AY4+AY2*AY3)*D1
BK(30)=(~AY2*AX4-AX2*AY3)*D3+(~AX2*AY4-AY2*AX3)*D2
BK(31)=-2*D1*AX2*AX4-2*D3*AY2*AY4
BK(32)=(~AX2*AY4-AY2*AX3)*D3+(~AY2*AX4-AX2*AY3)*D2
BK(33)=(AY2*AY4+AY2*AY3) *D3+(AX2*AX4+AX2*AX3)*D1
BK(34)=-2*D1*AY2*AY3-2*D3*AX2*AX3
BK(35)=(AX2*AY3+AY2*AX3) *D3+(AX2*AY3+AY2*AX3)*D2
BK(36)=-2*D1*AX2*AX3-2*D3*AY2*AY3

CttDen= 192.0 I 64*3

iF (AJ==0.0.and.BJ==0.0) THEN
Tipo_ele="CASO 1 (AJ=BJ=0)"
=1
CttEl= CttDen*CJ/4.0
DO i1=1,8
DO j= 1,8

Ke(i,J)=( DK(F)+AK(F)+3*FK(F) )/CttEl

= f+1
END DO
END DO
Cuantos(2)= Cuantos(2) + 1
1

éLSE IF (AJ==0.0.AND.BJ/=0) THEN
Tipo_ele="CASO 11 (AJ=0)"
f=1
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ALog2= LOG(-BJ+CJ)
BLog2= LOG(BJ+CJ)
CttE2= CttDen*BJ*BJ*BJ
A2= 6*BJ*BJ ; B2= 6*CJ*CJ ; C2= 6*BJ*CJ
DO i=1,8
DO j= i,8
AAK2= A2*AK(F)/3.0
BFK2= A2*FK(F)
CEK2= C2*EK(F)
DDK2= B2*DK(F)
Actt2=-AAK2-BFK2+CEK2-DDK2
Bctt2=+AAK2+BFK2-CEK2+DDK2
Cctt2=-C2*DK(F)+A2*EK (F)

Ke(i,j)=( Actt2*ALog2+Bctt2*BLog2+2*Cctt2 )/CttE2
= f+1
END DO
END DO
Cuantos(3)= Cuantos(3) + 1
1

ELSE IF (BJ==0.00.AND.AJ/=0) THEN
Tipo_ele="CASO 111 (BJ=0)"
f= 1
ALog3= LOG(-AJ+CJ)
BLog3= LOG(AJ+CJ)
CttE3= CttDen*AJ*AJ*AJ
A3= 6*AJ*AJ ; B3= 6*CJ*CJ ; C3= 6*AJ*CJ
DO i=1,8
DO j= i,8
ADK3= A3*DK(F)/3.0
BAK3= B3*AK(F)
CFK3= A3*FK(F)
DCK3= C3*CK(F)
Actt3= -ADK3-BAK3-CFK3+DCK3
Bctt3= ADK3+BAK3+CFK3-DCK3
Cctt3= -C3*AK(F)+A3*CK(F)

Ke(i,j)=( Actt3*ALog3+Bctt3*BLog3+2*Cctt3 )/CttE3
= f+1
END DO
END DO
Cuantos(3)= Cuantos(3) + 1
1

ELSE IF (BJ/=0.AND.AJ/=0) THEN
Tipo_ele="CASO 1V (General)*
=1

AJ2=AJ*AJ

AJ3=AJ*AJ2

AJ4=AJ*AJ3

AJ5=AJ*AJ4

BJ2=BJ*BJ
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BJ3=BJ*BJ2
BJ4=BJ*BJ3
BJ5=BJ*BJ4
CJ2=CJI*CJ

CJ3=CJ*CJ2

ALog4= LOG(AJ+BJ+CJ)
BLog4= LOG(AJ-BJ+CJ)
CLog4= LOG(-AJ+BJ+CJ)
DLog4= LOG(-AJ-BJ+CJ)
CttE4= CttDen*2*AJ3*BJ3

|

AA4=2*AJ3*BJ2

BA4=2*BJ5

CA4=6*BJ4*CJ

DA4=6*BJ3*CJ2

EA4=2*BJ2*CJ3
AAK4=AA4+BA4+CA4+DA4+EA4
ABK4=-AA4+BA4-CA4+DA4-EA4
ACK4=AA4-BA4-CA4-DA4-EA4
ADK4=-AA4-BA4+CA4-DA4+EA4

AB4=2*AJ4*BJ

BB4=3*AJ3*BJ*CJ

CB4=2*AJ*BJ4

DB4=3*AJ*BJ3*CJ

EB4=AJ*BJ*CJ3
BAK4=-AB4-BB4-CB4-DB4+EB4
BBK4=AB4+BB4-CB4+DB4-EB4
BCK4=-AB4+BB4+CB4+DB4-EB4
BDK4=AB4-BB4+CB4-DB4+EB4

AC4=3*AJ3*BJ2

BC4=3*AJ*BJ4

CC4=6*AJ*BJ3*CJ

DC4=3*AJ*BJ2*CJ2
CAK4=AC4-BC4-CC4-DC4
CBK4=-AC4+BC4-CC4+DC4
CCK4=-AC4+BC4+CC4+DC4
CDK4=AC4-BC4+CC4-DC4

AD4=2*AJ5

BD4=6*AJ4*CJ

CD4=6*AJ3*CJ2

DD4=2*AJ2*BJ3

ED4=2*AJ2*CJ3
DAK4=AD4+BD4+CD4+DD4+ED4
DBK4=-AD4-BD4-CD4+DD4-ED4
DCK4=AD4-BD4+CD4-DD4-ED4
DDK4=-AD4+BD4-CD4-DD4+ED4

AE4=3*AJ4*BJ

BE4=6*AJ3*BJ*CJ

CE4=3*AJ2*BJ3

DE4=3*AJ2*BJ*CJ2
EAK4=-AE4-BE4+CE4-DE4
EBK4=AE4+BE4-CE4+DE4
ECK4=AE4-BE4-CE4+DE4
EDK4=-AE4+BE4+CE4-DE4

AF4=6*AJ3*BJ2

BF4=6*AJ2*BJ3
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CF4=6*AJ2*BJ2*CJ
FAK4=AF4+BF4+CF4
FBK4=-AF4+BF4-CF4
FCK4=AF4-BF4-CF4
FDK4=-AF4-BF4+CF4
AEK4=-16*AJ*BJ3*CJ
BEK4=4*AJ2*BJ2*CJ
CEK4=12*AJ2*BJ3
DEK4=-16*AJ3*BJ*CJ
EEK4=12*AJ3*BJ2
1
DO i1=1,8
DO j= 1,8
1
Acttd=AAKA*AK (F)+BAKA*BK (F)+CAK4*CK () +DAK4*DK (F)+EAKA*EK(F) +FAKA*FK(F)
Bctt4=ABK4*AK(F)+BBK4*BK (F)+CBK4A*CK (F)+DBK4*DK (F)+EBKA*EK(F)+FBKA*FK(F)
Cctt4=ACK4*AK(F)+BCK4*BK(F)+CCKA*CK(F)+DCKA*DK(F)+ECKA*EK(F)+FCKA*FK(F)
Dctt4=ADK4*AK(F)+BDK4*BK (F)+CDK4A*CK (F)+DDK4*DK () +EDKA*EK(F)+FDKA*FK(F)
Ectt4=AEK4*AK(F)+BEK4*BK (F)+CEK4A*CK (F)+DEK4*DK (F)+EEKA*EK(F)
1
Ke(i,j)=(Actt4*ALog4+Bctt4*BLog4+Cctt4*CLog4+Dctt4*DLog4+Ectt4)/CttE4
1
f=f+1
END DO
END DO
Cuantos(5)= Cuantos(b) + 1
1

END IF ! Fin de los casos

END IF 1 Salida del cuadrado

DO i= 2,8
DO j= 1,(i-1)
Ke(i,j)= Ke(,i)
END DO
END DO

IF ( (SIG_K==0) ) Ke=-Ke !Para que tengan el mismo SIGNO y hacer
comparacion de diferencia

END DO ! Fin Nel
1

CALL cpu_time(sec3fT)
!

TIEMPO3= sec3f-sec3i
1

END SUBROUTINE Analitica_Ke
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RESUMEN

Los sistemas de álgebra computacional (SAC) son utilizados para optimizar el cálculo de matrices de rigidez de elementos finitos a través de técnicas de integración analítica y semi-analítica que permiten disminuir los tiempos de ejecución computacional. 


En esta investigación se realizó el cálculo de la matriz de rigidez del elemento finito cuadrilátero isoparamétrico de cuatro nodos a través de la técnica de integración analítica desarrollada por Videla et al (2005). Se integraron cuatro casos en los que fue clasificado el elemento finito estudiado, en los cuales varía la geometría del elemento y el jacobiano de la transformación, haciendo más eficiente el cálculo en los casos donde la geometría es más simple.


De los casos estudiados se obtuvieron cuatro expresiones de integración analítica para el cálculo de la matriz de rigidez de éste elemento finito. Las expresiones se simplificaron y se codificaron como una subrutina en un lenguaje de alto nivel (Fortran 95), separando cada uno de los casos. Dentro del proceso de optimización se estudiaron y analizaron 216 constantes necesarias para el cálculo y se logró simplificarlas y optimizarlas. También se particularizó el cálculo del elemento cuadrado con lados paralelos a los ejes coordenados y se obtuvo una disminución importante de tiempo de ejecución. Luego de un largo estudio se encontró una forma de calcular los valores mínimos tolerables de las constantes del jacobiano. Esto es necesario en la técnica de integración analítica para realizar la selección del caso en aquellos elementos cercanos a la frontera entre un caso y otro, y lograr evitar errores.

Se realizó un programa compuesto por la rutina analítica desarrollada en este trabajo y la rutina semi-analítica desarrollada por Griffiths (1994); con la finalidad de comparar tiempos de ejecución computacional y precisión en el cálculo.

De los resultados, se concluye que la rutina analítica de este trabajo es mucho más eficiente en tiempo que la semi-analítica, y que la rutina de integración numérica utilizada clásicamente. Además, se comprueba la precisión que la integración analítica proporciona en los casos de geometría distorsionada, donde las rutinas semi-analítica y numérica, basadas en la integración numérica de Gauss Legendre, cometen errores.
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